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2de Boerhaavestraat 49,

Amsterdam=-20.

Afdeling Toegepaste Wiskunde.

Celloquium:

Methematische problemen uit de practiik.
Veordracht op 19 Oct.1950/§?

De luchtkrachten op een trillend draag=-
viak, berekerd met de methoden der poten-
. tiaaltheorie.

door
R. Timman.

1. Inleiding.

Onder cngunstise cmstandigheden kunnen aan vliegtuigonderdelen (vleu~
gels, roceren) tijisrnc 2c viucht heftige trillingsverschijnselen optreden,
die veroorzaskt wordsn door de werking van de lucht. Het spreekt vanzelf,
dat het van het grootste bélang is om tijdens het ontwerp van het vlieg=~
tuig over de mogelijkheid te beschikken om deze trillingen te berekenen.
Het probleem valt uiteen in twee delen, een probleem van elastische tril~
lingen van een mechanisme met een groot aantal graden van vrijheid en
een probleem van de berekening van de krachten, die de lucht op een tril-
lende vleugel uitoefent.

Met dit tweede probleem zullen wij ons hisr begighouden. Het algemene

~probleem van sen drasgvlak van willekeurige vorm is zeer gecompliceerd-
én nog lang niet opgelost.,

Voor de practijk is het voldoende om de volgende vereenvoudigingen aan
te brengen.

I. De vleugel, die in het algemeen een grote spanwijdt heeft, wordt
vervargen door een oneindig lange cylinder, zodat het stromingsbeeld
tweedimensionasl wordt. ‘

II. Daar in het algemeen de dikte van de vlieugel klein is t.0.v. de
koorde, wordt zij verwsarloosd.

ITI. De uitélagen van de trillende beweging worden klein verondexsteld.
Dit is zeker geoorloofd, daar het doel van de berekening is de stabili-
teitsgrens van de trillingen te bepalen.

Het blijkt n.l., dat de demping, die de luchtkrachten uitoefenen, af-
hangt van de vliegsnelheid. In het eerwoudigste geval is beneden sen be-
pealde vliegsnelheid de demping positief, daarboven is zij negatief,
d.w.2., dat de lucht een eenmmal aanwezige kleine trilling versterkt.



Blz. 2

De berckening zal nu worden gebaseerd op de orderstelling, dat de
voorwaartse snelheid van het vliegtuig groot is t.o0.v. de snelheden, die
door de trillende vlieugel worden opgewekt, zodat het veld van deze snel-
heden als een storingsveld kan worden opgevat en tweede en hogere mach-
ten van deze snelheden varwiarloosd kunnen worden.

IV. Als laatste vercenveudigende veronderstelling wordt ingevoerd,
dat de vliegsne lheid zo llein is, dat de invloed van de samendrukbaar—
heid van de lucht verwan:ioocsd kan worden,

2. De bewegingsverqq;iigigg van de stromende lucht.
Neem in het platte vlak aan een Vo

rechthoekig assenkruis, vast verbon-
den aan de vleugel, welks doorsnij- {1

; . —
ding met het vlak gegeven is door P
: B . - 4L
het segment -4 <{ x{++ van de X-as. : %
Een wervelvrije strominc van de one Xﬂ

samendrukbare Tuckt womd+t beschreven
door de bewegimgsvergelijkingen

av _ 22U 2L 20 __

at = a3t * U 3% v 3Y T 3x ! (1)

av o 9V 2V 2V - _ .l 2ap

3t T T UEx YV Sy v oy (2)
de continuiteitsvergelijking

2U L ¥ _, ‘ 3)

2% oY i (
en de conditie van wervelvrijheid

;’)“U = ?’;;-V (4)

Jy ax ?

als U en V de componenten van de snelheid zijn, p de druk en : de dichi-
heid. Maken wij gebruik van (4), dan kunnen (1) en (2) geschreven worden
als:

¢ U D z 2y_ _ 1

v YRy UWevH=- o 22 (5)
3V = 2 2\ _ B

5 oridgy olevh--L 22 (6

Op grond van verg. (4) bestaat een snelheidspotentiaal f@ (x,y) zodanig,

ol U=%—§—, v=~§}@— (7)
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Nu kunnen (5) en (6) geintegreerd worden tot de vergelijking van
Bernoulli voor de instationnaire stroming:

o < H |
== + ¥ (U +V)=-—(p-p) (8)
waarbij p. (t) een onbapaalde functie van t is.

Sunstitutie van (7) in dz continuiteitsvergelijling levert de verge-
lijking van laplacc )

:l‘,k j ::2 \.i
aAd = T P YT 0, (9)

.
¥

voor de instationiaire g;slhgﬁdspo+entiaal‘? .

3. Het randwsardasnrcbleo il

Voeren wii ira in ¢en splitsing van het snelheidsveld in het veld van
de ongestoorde sivemiyg van de lucht, die een homogene parallelstroming
met snelheid V ia d¢ nocitieve x richting voorsteld, dan is
T =txa g ‘ | (1)
waarbij 4" het storingsveld van het draagvlak is, dat eveneens aan de
vergelijking van Laplace voldoet

p Ot o
A ({J* = (". . 4 -.-_Z——if—. = O (2)
l ¢ x C)y

De vergelijking van Bernoulli wordt nu:

" X
""“‘35 + %-{(V v o) +v§' = - 33{-' (p =20 (3)

of, na verwaarlozen van de kwadratische termen

*

2% ¥ - o -
R + U ""'3‘5("" 2 (P Pn) 3 (4)

zodat hieruit de druk gevonden kan worden (p, = P, ~-%rtﬂ).

De krachiwerking, die de lucht op de trillende vleugel uitoefent, Ikar
berekend worden, als de druk op het vleugeloppervlak bekend is en deze
kan uit (4) berekend worden, indien de snelheidspotentiaal " bekend
is.

Wij berekenen deze snelheidspotentiaal voareen vervormbare vleugel,
die een harmonische trilling uitvoert, waarbij om ieder van hare punten
de uitwijking bekend is ¥)

.

#) Wij gebruiken hier en in het vervolg de complexe schrijfwijze en
bedoelen dus m% (5) y = Re f(x).e*.
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v = £(x). eVt (5)

wazrbij f(x) 4«4 1is verondersteld.

Dit betekent, dat voor een punt in de lucht op het oppervlak de nor-
maalsnelheid gegeven is.

dv 3Y Lo oY . df, ivt
R + 1T = = > + =le,
v, = If By o= 4 f(x) + U 35e (6)

De bovengenoemd: verwaarlozing van de dikte van het profiel en de
orderstelling van kleine afwijkingen uit de evenwichtsstand brengt nu
mede, dat (&) niet beschouwd worde als te geven de normaslsnelheid van
de lucht langs de profielcontour, maar langs boven- en onderzijde van
het segment -~ ¢ < x{+¢ van de X-as.

Dit levert dus voor de snelheidspotentiaal ¥ g de randvoorwaarde

SE£ Lwi
langs boven- en onderzijde van het segment - £ < x < +4 ven ge x-as.

(7) suggereert om te stellen

¥ ¥ iy
Yilx,y,t)= Plxyy)ee Vi

zodat het probleem teruggebracht is tot het probleem van Neumann (2e
randvoorwaardeprobleem uit de potemtiaaltheorie) van de functie ;,ﬁ‘*;

Gevrasgd wordt een functie Lf“ (x,y) te bevalen, die een oplossing is
van de vergelijking

AP =0

en op het dubbel tellende segment van de X-as: -4 {x( +4 voldocet asn
de randvecorwaarde

ef o

¥ w(x) .
De voorwaarden, waaraan f in het oneindige moet voldoen, zijn hier
nog niet gepreciseerd, zodat de oplossing nog niet ondubbelzinnig be-
paald is {(zie verder).

4. Het stationnaire probleem.

Ter verduidelijking van de me thode behardelen wij eerst het station-
naire probleemn.

Deze behandelingswijze levert de theorie der dunne draagvlakken
(Glauert).

Neem hier even aan, dat de dikte niet verwmsarloosd meg worden, maar
wel klein is. De normaalsnelheid op het oppervlak van het profiel wordt
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weer geildentificecrd met de verticale
snelheid. In cen punt van het profiel
moet de sneln2id reken aan het profiel, }

Neem de totale srelheii § en de hel- ) 1 VA
lingshoeX ™ , dan geldt voor de sterings- u v/////ﬁr
comnonenten v en v ——
A
U+ u= ¢voosmx -4 e
1] ‘_‘,...fme-""
_ -
v = gsinx ,
en dus
. v ¥ | u U4 1.V
X = == 1 o= + (3) ...z =
tg Tew U % g+ & U

in de aangenomen benadering, d.w.z. met de gegeven gedaante van de

profielcontour is

v:%—%:[}tgm

langs de omtrek van het profielgegeven. Het probleem van de stroming om
dunne profielen is dus eveneens ecn probleen van Neumann voor het 1lijn-
segment — 4 < x{ +/4.

De oplossing wordt geleverd met behulp van een functie van Green van

deze gesloten kromme. //,»“-~~\\
Beschouw een gebied, enerzijds / \\
begrensd door de kromme K , waar- / kY
langs é?% gegeven is (hier dus het [ T s }
dubbele lijnsegment) anderzijds door E K //
een grote cirkel met straal R, dan p% OLSN
geldt voor twee functies ¥ en ¥ \\\“nmm-,w/’//

de formule van Greens

fj(-:;f',‘b'yf, _ uoy})dg = f<’70%%'w%%)ds .
)

*

Indien een van de functies, bijv. Y in een punt P(xp,yP) logarithmisch
oneindig wordt, moeten wij dit punt uitsluiten door een klein cirkelije
met straal r. Dan is langs dit cizkeltje

¥=1nr
”§S = r.dz
I S o |
Sy o) 27 . ,
¢ e}
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In totaal wordt dan, als boverdien ¥ en ¥ beide voldoen aan de ver-
gelijking van Taplace:

{;";ﬂ:uw _»V ——f)[f-')"w 2,77 ‘;)O[XEVP)

L
Wl
De voormvardei. wiirasn ¥ moet voldoen, zijn dus de volgender

1) voldost ann de vergelijking van Laplace

AW=0
2) In hel punt P heeft ¥ de gedaamte

1‘;;'" = 13’1 T -+ . e
\w’ ,
Verder wensen we, daar elleen op K de waarde van ,{ gegeven is, Guav

f.\

vorR=4 ~o de bijdrare van deze cirkel tot een const:mte nadert.

Wij zullen hisr nietv nader op ingaan en verwijzen daarom naar de
leerboeken {Sternberg en Kellosgg) ¥).

In dit gevel is duo het resultaat

PR j P _pL)ds + C

v

Ty &

Indien nu, =zoals hiex ,;:; ge even is, zoeken wij de functie 2/’ zo te

bepalen, dotv iangs K -= (0 is. In dit geval is
27 £, ,ws-—»fyag-g ds +C
K

Een functie ¥ , die aan al deze voorwaarden voldoet en dus de oplossing
. e

van ons probleem levert, ncemen we een functie van Green vande 2 soort

van de kromme K en de vergelijking van Iaplace.

5. Bepaling van de functie van Green voor het dubbel tellende lijnsegment.

De functie van Green voor het lijnsegment is het eenvoudigste te be-
palen door conforme transformatie.
Beschouw daartoe de afbeelding
x=%£(0+;‘)cos?y (1)
y=:%4’(;-‘~"‘) 51n1/
dan wordt het lijinsegment =& < x ¢ 4 afgebedld op de cirkel P =% .,
Een eenvoudige berekening leert dan, dat op het lijnsegment
-2 iy ©2 "{
= J tin ¥V -
S i“i Ll }.ﬁJ)‘?.vy,o‘ (2)

H

o

zodat ook op de cirkel de normale afgeleide gegeven is. Verder kan wor—
den aangetoond, dat in het (;0 ,Zf')vlak de functie j‘o voldoet aan

A s . 9 N W o i o, i ol o, ot A M

#) FBen nodige en voldoende voorwaarde is, dat voor R>» W en Y‘* 7
beide gedragen als 1n R of kleiner zijn, d.w.z. als de potentiani
een eindige bronbelegging.
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de vergelijking van Taplace {(nu in poolcoordinaten).
Het predleoen is nu toruggebracht tot het probleem van Neumann
vonr de cizkel <rn do farntiec ran Freen is de functie van Green voor

het buitzagebiad vin de cirkel. Deze moet
A
‘ S 2 . . f
ey 1°. een oplossing zijn £ % = 0.
. e, : ‘)/' \'; o . . "
.;f”»-’,_ Ve L 2°. een logarithmische singula-
/ R o -
P L \ riteit hebben in het punt
: oA Ve ;
jj P P8 7)

3. normle afpeleide = 0 op do

/ rand van de eenheidscirkel.
Hydrodynamisch beclds veld v

A een eenheidsbron in P( & ") con

bron in het spiegelpuntvan P P*( *‘L g L ) en een even grote nu‘t ia ol

corsprons; {ondat de cirkel stroomlijn zij).

|
1
-
4 i
|
|

~.. d
T g e

v
2(P,Q)= = Inr+lnr' - lng’;:,};- (3)
2 o 4
r o= £ +« [ 02 4 cos (‘J}- l,;) )

.—J»-
I
+

y_ A g -4 ¥
rz :T_L.Q.?: - AP cos (;*‘f )

dus ) R .
| O+ 6te2 proos(it- q}); ’1 = +j,‘1..3_;:&eos( Wed7)
G(P,Q)= i in — o

W "‘

(51

Het is gemakkelijk te verifieren, dat G(P,Q) inderdaad (als functis
in }0 en ) aan alle eisen voldoet. Merk verder op, dat G symmetrisch
is in P en Q.

6. De reguliere oplossing van het probleem.
Met de gevonden functie van Green kan nu het gestelde probleecm von
het stationnaire draagvlak opgelost worden.

Van de snelheidspotentiaal 'f: in het het ,?-'7? vliak is gegeven
(2 -Qj: )uu = dsin?t Vix) (1)

2 e o= leman dsind L V). 0 =

‘L 7 &
‘

l -
P y: : Yo

= 4y V(Y ).an + = 2 Pes( Wy )r}’i - v loAger (G0
U: 4 Iy T o

fall . PP 3 ' Y, fad
VY e ) = 8 sin % - 427
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e, 19')- f V. 1n{ % +P - sz(v‘"~?f}')§.sin1«7d')?
(2)
Tiermee ie de ﬂﬂmlheidspotentiaal in het gehele veld gevonden,
Veor de drukverd: ine is in do eerste plaats interessant de tengentiele
snelheid op het drangvink
i " * o WM o "f'
. a%ﬂj _ 24 M_’____” ‘ W ,afw[f?vz?/fmmdﬂ
8 1 T 7SR Y Talsen f+ & = etV N] jy::
2.7
U f ?f vy dinl-lginl] v _
AT 8n V(lij ; - /ﬁ J;; 0!
o ;
/}J ﬂ
’ : m) d
- : - it !
sy | VI ot i) s (3)
Q

waarbij de integraal als een hoofdwaarde integraal in de zin van Cauchy
is te beschouwen.

Wij kunnen deze integraal nog een iets andere vorm geven door ( )
te splitsen in een symmetrisch en een antimetrisch stuk

V=V OF wVer -4

VCPO= 3 VIV ea - Y0 (4)
Dan wordt ﬁ? JA
U= —— Jyfﬁwﬁiﬁ}'fﬁ}mydf+;w?jwt Parl|sin v d

4
o { (Vg cot LIV SinddS [wm ) et £ s emifd

{W{m*mw cot LA} sin K _

o
Bl P
tn
ij
c:g"’""’“

kU

f yin{eot L (o) + eot Uil skt

i

m w . .
A S8 d8 | (v hY _Sind di
7 {%ffo%{ww - oS ¥ i fov@&fj Cot Y — LoV
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In het instationnaire geval is V ecn even functie van ﬁy, zodat daar
\/;( /)= 0 en de oplossing wordt

(L= e | o= {‘é!l:} ﬁfﬁ.ﬁ?ﬂlﬁ_] (6)

De srolheidspotentianl ¥ op het draagvlak is dan

™
L[y (= costlV) ¢i. % ol
ﬂ‘,’ : l‘;;ll}llﬂ T M{(}?})’;’} M 2"1 d z‘; (7)

In het statiomnaire geval is de druksprong op het draagvlak gegeven
door (4) met v=20

. 7
bobe = 2 lu= "!'{ ,fmv’f \/M@ﬁ"f:{” IVW%LB

en in het instatiomnaire geval

b :z[i»vw{,i ujemr lu‘{_ fV/W/l/w iﬁ@-—’?rw Semdi
F ¢}

(¥

A a/;”} vt
Sumﬂ’ fVM(f:;, Cod 7 — a3y (9

7. De oplossine met circulatie in het stationmaire geval.

De in de voorgaande pragrasf gegeven oplossing is echter niet de
oplossing van het probleem van een draagvlak, zoals dat in werkelijk-
heid is geconstrueerd, Om dit in te zien, beschouwen wij de gedaante
van de stroming om het drasgvlak nader.

“/ﬂ-ﬂ*\

T
\:a\-i-
PEN——



PRy
Beschouw nu, em de gedachten te bepalen, het stationnaire stromings~
b 21d om een vlakke plaat, die zich uitstrekt langs het segment
-~ 2<x < ++#van de x-as, terwijl de hoofdstroming een hoek % met de
"5 maakt en een snelheid V heeft.
Urrdat ep de nlaat een totale normaal-
snelheid O moet heersen, moet de stoor-

Fer _ \pp Ve
Yy 7

snelheid een normale component hebben
die de verticale component V sinx

compsnseert ;::EI:%&
= [-X] 2= =V fn x (1)

?t(d’

GeWeZe
_a_f- 'ﬁf“"V;‘wq/ Voo y**O _,Z<X<fj

oM (2)
Y = +Vsinma }""U *’/<x<+j

amn

Transformeer weer naar het f,ﬁyvlak, dan is

.;f; X 2//!” wfz}“’a# _i;/(//"pz)!m&?’ (3)

er op de cirkel - p=1
{”F )f" /Smw[ailg&a = "vjﬁwﬁfa&d (4)

Denk nu het buitengebied van het draasgvlak afgebeeld op het binnengebied
¥
-S‘F}fsl

van de cirkel, dan is een differentiatie naar de naar buiten
gerighte normaal.
Toepassing van de formule van Green

levert dan

‘ A ( “
ﬁf’»‘%%éln{ P+ - 2 cofft ) sdd (5)

Om nu de tangentiele snelheid langs de
plaat te vinden, berekenen wij ,,i? op
de nlaat.

Nu is

AR Llprd) som i gf.—g—//pf;} cot ¥
hetgeen voor f=* overgaat in

X Sem
(5], = A1),



- 10a(H 1

dus
2
5;;::0 f}”"‘”)’b /' €
Uit (5) volgt, dat voor P £ 7
277
2f . Wlbens [Tr el t) e (7)
o ¥ 27y prE - oty o

Toor =7 wordt de integraal divergent en men kan aantonen dat dan de
& g

s 1lheid weergegeven wordt door
7
wjf Vi j[‘éot i/bk”)}y.ﬁvnbywaf(g)
-o ,27/44/»1«9

4
x4+!

indien voor de integraal de hoofdwaarde van Cauchy wordt genomen.
Door in te voeren

e =¥
vindt men dan
==-l/:ﬁéﬁnx aaZiL}x
<+L

(9)

%



SHh_

Om het stromingsbeeld langs de plant te verkrijgen beschouwen wij de
totale snelheid in tangentiele en normale richting

Li t&”?‘ = V—W“J K - ‘V‘ S/&,; o’ m ),a’v

L = O

orgrm

Wij zien dan, dat deze totale snelheid nul is in de punten, bepaald
Toor

1y x = ty ¥

T owel '.}},:‘o( n F= 74X

D¢ achterrand van de plaat komt overeen met V=0 y de voorkant met
2%;\ sy zodat een stuwpunt aan de bovenkant ligt vlak achter de achter-
rand en een stuwpunt aan de onderkant vlak achter de voorrand.

De stiroomlijn, die uit het oneindige komt
en dit ecerste stuwpunt treft, splitst
zich hier in tweesEn en cmstroonmt

het profiel asn de achterkant en e

voorkant. Bij hzt tweede stuwount
verenigen de twee takken zich weer.
Nu is aan formule {(6) te =zien, dat voor }e=0 , d.1. aan de achterkant
4z snelheid oneindig wordt. {Qock voor i&:ﬁ", aan de voorkant). Bij
werkelijke profielen in de voorkant afgerond, zodat hier de top afge-
vliakt wordt, maar de achterkant is scherp.

In een werkelijke stroming zal, als de vleugel vanuit de rust een ver-
snelde beweging gaat uitvoeren (start) tot aan de snelheid V, in het
“orste ogenblik het hier beschréven stromingsbeeld optreden. Daar aan
Ze¢ achterrand de druk zeer laag is (oneindige snelheid) en deze over
een zeer korte afstand moet toenemen tot de rustdruk in het stuwpunt,
kan door de invloed van de viscositeit de stroming niet meer langs

het profiel liggeny er zal zich een

werveltje vormen, dat achterblijft,

terwijl het draasgvlak zich voortbe- \j\\\\\i
T~

weegt. Maar onder invloed van deze ///7121/ ,\\\“\g‘j:jﬁfﬁp
// B ]

wervel zal het stromingsbecld om f‘/ \\\\\:“»
het profiel zich wijzigen en wel zal - 7

die wervel zolang amngroeien, dat

het achterste stuwpunt samen gaat vallen met de achterrand, Als nu de
translatiesnelheid steeds toeneemt, gaat dit proces van wervelvorming
door, zodat een gehele wervelstraat achter het profiel is gevormd.
Wanneer de constante translatiesnelheid V is bereikt, worden geen
nieuwe wervels meer g8vormd, zodat op de startplaats een wervelgebied
overblijft. e




Wij zullen dit proces niet mthematisch vervolgen, maar alleen de‘stationf,
naire eindtoestand beschouwen.
In dit geval idealiseren wij de startwervel tot een geconcentreerde

wervel op zeer grote (oneindige) afstand van het draagvlak.
Wij hadden het buitengebied van het profiel afgebeecld op het binnenge-
bicd van de cirkel en vinden nu de startwervel terug in de corsprong,

die overeenkomt met het oneindig verre punt van de x~as. Zij heeft een 2
nodanige grootte, dat het tweede stuwpunt aan de achterrand van het

draagvlak ligt. De potentiaal van een wervel in de oorsprong ter sterkte

!"‘,
2, = 2%} | (8)

De bijbehorende tangetiele snelheid langs de omtrek van de plaat is

) AN _
u, 2/ . -7 (9)
Tox T Fo E Y o

is gegeven door

Om te bereiken, dat de snelheid aan de achterkant van de plaat nul
wordt, moet voor VVF’O

smnl?{u,+uz -2 O

dus

<ol _____../:_'._- = O
- Vsena - 2

F:.;zgr/ﬁ-o‘nac (10)
Hiermede is in het stationnaire geval de gehele snelheidsverdeling langs
het draagvlak bepaald en dus ook de drukverdeling, die gevonden wordt

uit de gelineariseerde wet van Bernoullis

PP _ o .
f 14 X
Voor de druksprong Ap z/bgw-— fwm,,dw geldt dan

AP =Pl b = 2 VA (28], ] =

] 4a1/&wa{éﬂzz)”—~ Ma‘{Z;’d/]vt P f%ﬂﬂ ﬁ]

g/w,’\/.ez;n« ot £ ok <o (11)

De totale kracht wordt gevonden door integratie over de gehele plaat
+/4
(12)

K= fAFcﬂ: 2 VL gt /wa/ £t o e gy rﬁV/f»m(
-¢

en voor het mgment om de oorsprong vinden wij
M- ‘[Ap)cdxzdf’,v/jﬁnxjwf#ﬁ’a:/ﬂm S olte oV
(13)



8. Het trillende drangviak.
Wij hebben in het voorgaande het effect gezien van een met de

tijd varierende snelheidsverdeling op het draagvlak, n.l. het achter-
blijven van wervels terwijl het draagvlak zich voortbeweegt, of, indien
het codrdinatenstelsel aan het draagvlak wordt bevestigd, het ontstaan
van wervels, die met de stroom worden mecgevoerd.

In het geval van een trillen.draagvlak, zullen er achter het
drassvlak periodiek wer&els losgelaten worden. Deze losgelaten wervels
zullen een wervellaag vormen van periodieke structuur, waarbij iedere
wervel de sterkte zal behouden, die hij had op het ogenblik, dat hij
losgelaten werd.

De vroeger gevonden regulicere oplossing van het problecm van het
trillende draagvlak varieerde harmonisch met de tijd met frequentie ¥,
zodat voor de losgelaten wervels aan de achterkant geldt

y[!,‘t)-«-yﬁewt

Om 22 worvelsterkte in het punt x van het zog te vinden, merken weégp,
d=t de nchterrand van het drangvlak zich ep het ogenblik ¢ = t'”a%%f
in x bevond, zodat de wervelsterkte daar bedraagt

. x‘g
b/{jk,t/:: yv_gw/t”'i‘f. (1)

Om nu het veld van deze wervellaag te berekenen in aanwezigheid van het
dra.gvlak beschouwen wij weer het e,}? vlak. De wervel in het punt X,
wordt afgebecld op een wervel in het punt Qoliﬁ*a . Het veld van

deze wervel is gegeven door

/"‘"\\\ % :Ig % /

P, waarbij }o,‘ de hoek is die de
\
6/7\‘\ﬁ\~\\\\\\ voerstraal naar P mct de as
& v £~ .
- T~ ] W=-o mankt. De cirkel zal

\ fo g stroomlijn zijn, als in het
' 1
AN punt %, N even grote maar tegen-

gestelde wervel wordt aangebracht
die ecn veld
=_1[
. . '%& ir 73
opi.verts Het totale veld van deze wervels is dan
7 A
St =37 (v -4 2

De equipotentiaallijnen 5’ = corst. vormen een cirkelbundel door de

punten g, en }% y de stroomlijnen vormen de toegevoegde cirkelbundel,



- 14 =
waartoe de cirkel p=1 behoort.

De analytische uitdrukking van de snelheidspotentiaal van één
wervel is in de cobrdinaten ¢ en:Vf

L L1 P rm £l ¥ (3)
”[/&}’%}f;}}-}% f? Pwszﬁ—v]

Het totale veld van de zogwervels wordt nu gevonden door inte-'

gratieq) » ﬁv rz
oot 2 _fﬁ 14 ?ﬁ,@.&,}m ()
- Uy PeosP-go

De horizontale snelheid op het draegvlak is

‘%’“V/ %ﬁ"z (5)

I%y o m/_%)—z : Iy g /é? f’fvﬁlf—zfg&sﬁ“-d}co

De waarde van Z’wordt nu bepaald uit de voorwaarde, dat in het achter-
ste punt van het drazgvlak, dus voor )2; 0 de totale snelheid eindig
moet blijven.

De snelheid ven de reguliere potentiaal is gegeven door (5.5) zodat

de voorwaarde

1im (U, + ;) sin¥ = 0

!}30

de vorm krijgt

. *ﬁ— P
£ [T freanjette T [,
7 o —Z«ﬁ ‘{/ ﬁ’*/’zfa 7 . é’/

De tweede integrael zal later herleid worden,
Wij beschouwen nu eerst de drukverdeling.

Volgens (3.4) is het verschil in druk tussen boven- en onderkant van
het draagvlak gegeven door

%“(?fﬁw Und WVF axz(fﬁihw }ern4)==
._.LV/%(W fw,‘( /M/ “'u'owx/

Bij een beschouwing van de forimles blijkt, dat }‘%nd‘ )%Qy:=-}”
en U, y= Uy =~U , zodat

= 2V ) ¢ Uil | (8)

W i 1 i W o s B QS S 5T e

(7)

1)} Voor de convergentie van deze en volgende integralen is het nodig
te veronderstellen dat vZ; YV €0 .+ de resultaten van het grensgeval
volgen dan door analytische voortzetting.



A |

,waarblg ¥, en %, (en U, Uy ) de bijdragen van het regullere resp. sine-
guliere stuk van het veld zijn. ' ‘
De drukverdeling ven het reguliere veld is teeds gegeven in (6 9)
zodat we hier alleen het singuliere stuk berekenen.

%min{%%+HL}?:I - (9)

Hiorin is

. uv/f'fv/ X
LV = - -. ,/ 7 fbovby L £ V —
v Bt ﬂ o =l i = ek
w[ﬁé} FO_LVL
N /. . T pemd _ olps
ZT f[ ?égw V- P %/ Cos P~ } ’2, 3 1+f. —zﬁe,o;v’ d;{"{ }
= %? N 5‘(-«?. e ..Ea 0(7(-;, . (10)
+Co-2PLos ¥ Pl ’
/
daar de geintegreerde termen wegvallen.
Dan wordt
{t £ _—‘ VXD
e 277 / me Zf’ol'/f))}(ﬁ, ) [/+€Ilf,w5#
v (VT o iy, , 2
=_Vye T e z Vo 4. a4 () -
AR Jrel [oZ oo
(1+¢, =20, cos ) o~ 1)
| (11)
V-Ye . f % /‘f‘f’ol"’L‘Zf@ Cosl dx
AR o P2 -1 °
Voor de verdere lrlex'le}_dmur van deze integraal merken wij op, dat
,z{f’ V(‘z- -1
zodat
L)’j cvE e Lyj(o .
A{j@z .- Viye™ 2 /E = Xycosf o< % (12)
v e 7 VI{ZE) -1
‘De integralen kunnen uitgedrukt worden in functies van Hankel.
&) % oW -
(w)wi_; f€ °f&g$? S (13)
/ Ve, )
{2) (l) S
_ ol (w 2 (w & (14)
Hitwr= o - 4 [ kot



Den wordt

4 ;.vt S (15)
A V Z ;
‘Jl r?mv}’ {F’ W) + ch( )@f”’}

xuf’

waarin = w

- Verder kan nu Ge uitdrukking voor )f herleid worden

o

fo ~
2f o ()
=y T 7 i it ]

.TT~ R B
’ Ll’.g 00.._(:(,&))(,. ‘
Zf&*(ﬁ,“///faos:?)i’)o(?)f: ) £4 ""./,,g" Z o, kil #20 o %go
7
(16)

zodat

)
AP _ zve“’ ]y/z)?/x%wsz)”}dﬁ’ Wi 10 Hiooem¥ (1)
T 7 St & /f u)—;LL,L/( (w)

Ki{issner voert nu in de T(w) functie

, 2 c (2
Tlw) = ‘/-/, (w) — ¢ Hotw)
H % + ¢ H )
zodat de totale drukverdeling wordt (met 6.9)

4 V- wt M 15 cos [+T . 1=T ﬂ’}_&_‘ (18)
,S;E .V [jy/ Ml r+¢os }afﬂ{ [leat V[ 2+

+cwf¢ﬁ)jn/ wsf?/‘?f‘/’ smﬁa{%-.&_ [v(ﬁy %a{ﬂ”

- cqs(V+V)

Deze uitdrukking kan in een iets eenvoudiger vorm gebracht worden
door de herleiding

/St L, P tces P cow
S S R4 £ 2 Coo ¥, — Cov P
.@.',‘.47} _ ("/0739/7#%,”’
Co Y, ~ cor ¥V Senn 29
zodat , :
< YE[ T
AE;M@ [—{f’y‘[ﬁjdﬂ) /4’7’,_,17}(1)/‘}9()7 i= Tf tjzﬁw‘
Vi -y

i ) A et oo - [0 45 ]

— cosP+) p covFCog )y



Dasr g e
L8nY D f, = Coa -V
Cod~cosl¥ ¥ /= cool P+ V)

-1 (19) verder door partifle integratie geschreven worden als:
Es o o

e[z (o= 4T ottty

4p _ Ve
© a
L /}z — Cof «20)
LTl cvo il st o =SB 8] L G

van de kracht en het moment om de oorsprong.

9. Berekening
De kracht en het moment om de oorsprong kunnen nu door integratie

gevonden worécn uit (8,20)

K= fA;: ox = JUVe /fﬂ/)f/;wypf;f (1)

ff
‘M:fqudx,_glaﬁ‘”fﬂbﬁ&%hw $in Vol P (2)

£VOL ) den s oV

en M met de eerste en tweede coéfficiént van de
van de drukverdeling naarl}'samenhangen. Aller-

ruit volgt, dat X
Fourier ontwikkeling

7
fi‘;*’z"%mﬁdu)’«f (—coo ) ot &= 71 (3)
U 0

77 | > v p
/ "ij + ¥ sen z,m;/ﬁ—:zf ()~ cosiot V= f/z.cwf-/ P L=
- e ‘ (o)
—7 (4

De Fourier ontwilkeling wvan

I L= o) g f ) e y..ys/

; - :
) — e+ M Lo 2 (V4))
vinden wij door uit te gaan van: '
pd 9 9(7
naf1-x) = =2~ X x2S x5
>0 - MY
-S> £7-

4101 G
0 Ly . ,
/Zﬂ//“ZL;/r %7{16'%:"2L%’£—}0 = =/



=/

‘fi/l—r'}”/-l'%g'//l%i;’ ZME_J’-,L(,Z 7y (6)
Splitsing in reele en 1man1na1re delen levert daﬂ
Apjrsinty)= — > ciny (7)
f25 r}”" g =7

waaruit volgt

(8)
S L B PG n W
=l fnsl N

2, St (P=V)]
//_L sjf/)ﬁ/{ §wm/zfﬁ/ cos i) _

. 77 )
(4, 1-corlh)  gi 0 e - 27 S 2 (9)
Jo S =CmrY) v

enn de fTormules voor X en I worden

KslfV/z“”’[j 1+T[4f/v,/ow' v/!f/coff@/ﬂ - (10)
{{.M”‘fmvmwemm%]

U e el
g% ow{f) cwyﬁ/‘)ﬁfmﬁ}hnz}aaj

T2
‘o
et ligt voor de hand deze resultaten ult te drukken in de Fourier
co8fficiénten van de functie V_)’,/

V"(ﬁ,‘_”/sﬁaa.{;f‘ a“codfnﬁf, (12)
g ’Y\:) .

waorhi]
U = 7%? fﬁf’}/%///'ﬁo ‘”V,}ﬂ(’/}& | (13)
(o]

Dan wordt, na partiéle integratie

K= ¢ Ve - 2T /@, +6,) ~ L'w/.,__mavgjab)] (14)

e n v L (a0 4] - (-0I] )
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aavegtr, 49,

e r d am -0.
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Zs /? /f/m

Het trillende drascgvlak bij supersone snelheden,

Inleiding,

Als

tegenhanger voor de vroeger

021

zegeven behandeling van het

t:1llende draasgviak in incompressibele stroming, (voerende tot de

peizntiaalvergelijic
stroming beschouwd worden, Jn dit
van de lucht een rol en wel wordt

Totentia

lende

ing) kan het trillende draagvlak in een supersone
geval speelt de compressibiliteit
de vergelijking voor de snelheidss

a2l hyperbolisch en heeft de oplossing principieel verschil-

17 .L.

new

elgenschapiens.

tussenliggende geval van zo grote snelheden, dat de

samencrulbaarheid van de lucht in rekening moet worden gebracht, maar

de geluidsn
pliceerd vr
geluid (of licht).
De oplossingsmethods,

van Riemani,

de van Grecn voor do

_De ve:

4
I a

als samendrukbaar bes
lijkingen

maar de

“terwi]l

Poisson

1] gaan nu direct lineariseren en denken .

Voor hbb

dezclide, a.l

7] = AL Al '

g i —— VOEmTT o L L
a3t T Y OX + EN K

3™ Y — 3V /

2 U VS =
a.t " ax j ki

continuiteitsvergelijliing neemtb

'-\.4

~

het verband tussen P en)a word®

elheld nilet overschreden wordt, leidt tot een zeer gecom-

dat samenhangt met de diffractietheorie van het

aagstul,

Dit geval womt hi

die alg tegenha

notent

die hiewr
ser geldt voor de vroeger

er niet ter sprake

selrozen wordt, is de methode

iaalvergcllgklng.

gevaL, dat de

~£fti) %ﬁﬁiz7 = O

@Y

voor adlabatiscle toegtandsveranderingen

N’

POQ oo/

2b (1)
ax
-
ar
39, (2)
de vorm aan
(3)
gegeven door de wet van
(4)

het snelheidsveld opge

gekozen metho-

sn clxﬂuun zo groot zijn, dat de lucht
chouwd moc+t wordeii, blijven de bewegingsverge-

bowrd uit een tramslatic met grote snclheid V en een storingsveld met

componenten WUen VW, zodat
=V + u P=ltu+p
W= ¥ = Tt ¢



{1t (4) volgt, dat bij benaderlng ‘

‘?+~AJ3*{1+_£)H-—7+X ?;P 5
dnus Pm ‘
ap=Y B=ae (6)
Thij i
| )4 Pe = ?ﬁ[’) ::.Cl (1)
§>a<3 (/’( ,OQ\ .
de dimensie kgm sec”2 m 2 = ;Q"}Z heeft ecn ¢ dus een snelhcid,
kgm m-3 sec '

de geluidsgsnelheid voorstelt.
Dan gaan (1) en (2) over bij verwaarlozing van kleine termen

over in
2 U ou _ _C*  3ay (8)
5—Z-+\/3X Cos %
EANVAR S S Y% 4
2t DX Poo DY
terrijl de continuiteitsverg. wordd:
QAP 3 au ar — (9)
Ll + V28T + + =0
T % [ 55 2y

Indien de stoorsitroming vwervelvrij is, bestaat een snelheids-
potentiaal Y’, zodat

ug%% L V- %55 (10)

¢ e vergelijkingen (8) en (9) worden
> {2F c* | 11
%S’c{a \f‘a'({”* apl= (1)

: 2 _
a&f ! V‘w%+'§5:oAP}«_O 2 (12)
d 3 4§ /3% __,Z’}—co 12

—5-55*‘/%‘%4”&;(%2*%1

Uit (11) volgt na integratie

Ve ¢ (13)

T +V§p+ Sl fte) |
waarbij £(%) een Wlllekburlﬁe functie van t alleen.voorstelt, die in
het oneindige nul moet zijn en dus identiek nul is.

Dan is
A | /2y (14)
E - -Gy
Coo ot

en substitutie in (12) levert de vergelijking voor yﬁ

?‘f Qi?"“i 9t2+\/giﬁ /J+V

ax+ 3 f} IXIt



G622

. - 3 -
of el ; 2
2} 0 % Y % _ 4 27¢ |
/f““g”'/m‘""gj%*("ﬁ?t ci'3z2 %0 (15)
De druk in het veld volgt uit (14)

sovien het veld periddick veranderd, kunnen we stellen

. LveE
pluge)=e™ wixg )
in (1.15) geeft dan

N 2 - wif,._z' 2 y=0 (2)
aX y c* ) +

<
f'\ ~
~, G'

Indicn V>C is, d«7. 2., dat dc ongestoorde sneclheid groter is dan de

ccluidssnelhedd, is (2) een hyperbolisc e diffcrentiaalvergelijling.

D¢ rondvoorwaocricn zijn hier, evencls vroeger segeven deoor de voorgeschre-—

ven weveglng van de mroficlcountour.

e legaen hicr de oorsyrons in hat Y

voorsic punt. Y90 ©O< XL
Yy lut

,;ﬁﬁ = WX e (3) Y4

of -tel J ) X
é}fi - ;;,)’(x) . (4-)
oYy

2o vergelijiing neemt ccn icts eemvouwdijer vorn aaan door dc substitutic
X .
w=e¢ X {Ix4y, (5)
. . . 3 ..
mearbij K zo is gekozen, dct de tern met EYE verdwijnt.

- /Z
g’fzwfvij.{x%)f - +gx4;+9; _ 2ol Jrv’()é 'fﬂfhw =0
c?

s

2=tk = 228
C2 9

évV

on de vergelij'ing ordm
a“x 2 X
// m + -5?' ‘,,?/f__mz} A =0 (7)
of, met /v\i'h { :/;«t
, 2 2
Y = . —-—K"; x, (8)

oxT T /AT oyt '
cen vergeiijling, dic bellend stact ols de vergel ijking van de tclegraaf.



- 4 -
De randvoorwaarde wordd
. %
o‘{<><»<+,2/ %zf L) (9

3+ Het gstationnaire geval.
In het gtationnaire geval is dg oplossing zecr ccnvoudig.
Hier is ¥ = 0 ¢on

Yiryt) = Wixy) =X(xy).

voldoet san do vergelijking

OX _ L VA _, (1)
ax* 3 3';/ ’
met de randvoorwaarde
(j:O 0<X<4,¢/ 9% = Wix) (2)
=3
cr cen voorwaarde in het oncindige X - }{, = 0.

D. algencnc oplossing van (1) kan direct worden opgeschreven,

zii luidt
Axy) = { (x=p4) +3 (x+ Y] (3)

waarbij f ¢n g willekeurig zijn.
Beschour nu cerst allecen de bovenhelft van het vlak.
Dacr voor X~ -~ 00 X, = 0 moet zijn, moct s(x+fy) = O zijn,
De oplossing hecft dus de vorm
K(X‘; {/x‘”/og)
cn heeft dus dezelide wearde op alle lijnen
x -4y = const.

Deze lijnen (en de lijnen

x +(3y = const.) hcten do

karakttoristicken van de verg.

Allecen dc karalteristichken, 1/

dic naar achter lopen, dragen

et

bij tot de oplossing. uc functic

T han dircet gevonden worden,

doar voor y = O \\\\j\\\
' O< X<+ ¥
22;.; = ——ﬂ{,()(): W[’()

cus _—{ _ ....“"""M‘}()()

{ ()=~ 5 j wiz)llz)

¢n o oplossing 1* - /Ay

A /x.y) = -;'5‘ ‘{0 wrfz) K X,




AU 024

Nu is w(x) = 0 voor x <0 en voor x » + 2L, zodat wc zicn, dat de in
vliocd van et draagvlak in Lit stationnaire geval alleen beperit
bLijEit tot con strool, bezrensd door de karabteristicken deor voor-
oo ochberkant.

i hot beneden halfvlak wordt de oplossing op volkomen analoge
wijze gevonden, allcen mocton we de karaiteristicken x ~55y = const.
vorvangen deor X +8 y = const.

aralteristicken zijn lijnen, .wasrlangs storingen d.w.z. verande-
»'...on in w(x) zich vooriplanten.
11 et zchele gehied voor de harakteristiek door 4o oorsprong is dus
onsuatoorde stroming. T'e haddon dus cok kunnen stellen, dat lan:.s
de soliels karciteristick f’: 0 mocst zijne.

4. Fot instationnaire geval.

In ot instationnairc geval is de vergelijking gegeven door (2.7) mct
de rgudvoor”aurde (2.8), terwijl ook weer cen tweede randvoorwaarde
wordt opgeleverd door de cis, dat voor t draagvlak ongcstoorde
stroming heerst en dus voor x = - 00 , f’= 0 is.

Qo hicr planten storingen sich langs de karatteristichen voort
<

¢n we kunncen dus als randwiarden LY

stellen, dat laongs de gehele karak-
ristick door O mct uwitzondering

vy =0 ¥=04is. On de verge-

iijking (2.7) op cenvoudiger vorm ' +
O 22 X

to breangen, transformercn we op de
Teraliteristiclien als codrdinaten

;&:a)&“'f?v‘
¥ _‘:_}(-:‘*/ggi \(1)

Dan saat dc vorgctlaklno over in

3 _
3 Y 4 (2)

waarhilj

Y - , ‘
A= AT eVt (3)

7ij beechowren eerst alleen do boverhelit van het vlak. De randvoor-

oA . . »3/ ’X; __l -o<x W (X}
2y

raarden vorden nu

{f:‘- _’7"‘7 ): 5 }‘,’/ 5"7’4'6 -
xvﬁj:O 3= X =0 2% _ o

o scetor tussen de lLarateristick cen de x-as in het x,y vlak wordt
af ebecld op de scctor tusscen de lijnen



Myt

gegeven

Ve

5. _w¢ methode van Ricmann

~heloog aen de methode van Groen'veor het incompressibele geval kan

het suporsonc probleem opgclost worden in de vorm van cen intecgraal-
voorstelling voor de snelhcidspotentical, vwaarin optreden de gegeven
reodvaarden vernenigvuldigd met ecn gpeciale oplossing van de diffe-
rentiaalvergelijliing.

Degchour twee 0p10351n em/é en b van (4.2)

L[X:} EEE + }\Z)C = © (1)

uitgedru vt over een gebiced, begrensd door 2 scpementen van e karak-
teristicken door T on de lijnsegnenten CF en OR, waarop dc randwear-
den zijn voorgeschreven,

vod
ij L2 X D 7/9"9) %?.{.j%{% ___lVJAV,
¢S T3y TS U Yy (i iy TV
Stellen we 31/ 9’ ?
- 2V X
V== 5% v 57 [ 5 (4)
/ 27 ]
‘Q"T%}{ 9:% ~')}/9§[\

dan is volgcns de stelling van CGauss

SN E&iT £ ,»/cv

3% + s dy= {(PL2-Qu15],
zodat

0=+ 6[5n 3 - 2y - (- P F

wearbij de integratic wordt vitgestrekt langs de lijn OQPRO.
Longs QP is dg =0 en g :_,P, dus de bijdrace is



-
e 7 Rt

5{7{3:)” V22 ot = TPE’P ;{szj zwxg—gm

langs FR is dp=0 en‘?::f zodat de bijdrage tot de integraal is

C. 5y P’ ¢
(3452 =P F s VA p = VoA +2 L[ or s
,‘" - p

Ty s oR 1s}f.-%?l..0, dug d¢ bijdrage tot de integraal is nul.

: bijdrage lanvs 0Q ncemt cen ecnvoudiger vorm. aan, ais wij torug-
*34nsformcren necr het x,y--viak,
suar langs O £ = 7= x is, is
L2
a5 =df=dx
¢y verder 1s

oA _ _AlOX _ 22Xy
o7 = /3{‘3‘“ e
0J . _ Y 0l
Sy - (/'%gj‘g *—;’?257

zodat l“nbs O;

WI 20 ??@.Mﬂl’x?—gwﬁ%}o{ﬂz

Z <oz
x .
P L& -
= -—"—f o V)24 Ax ,
ﬂ # 9’“)‘? i C) J iof s @
g | S
InGien wij nu de functie ﬁ;g kunnen bepalen, dat langs de karakteris-

0
ticken €= §P en =g V(8 Y, §P 32?) dc¢ constante waardc
1 neeft, is

| s
Al 53] = A7) (3100 B S a/ S

. R 2 A . -
Hicrbij is {5?~ - gegeven, mnaar nict }&ﬁ)op dc x—-as.

6, Do functic ven Ricmenn cn de oplossing vean het probleem.

Daar dc anct1u 127% 7,) ccn congtante waarde moct aannemen laugs
de lijnen 5 §P Z ?;> 1ist het voor de hand ccu nicuwe variabele
in te vocren

M= W§“‘§rs){“l“’6p)\ (1)
en tec stelloen ‘
F= ?}U/r} (2)
aus .’232,* _{\/77 78;:: . £ 23}‘
329' ci3£9' 1p é{}?y

o5 < ixrl'ff rodr

-J
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zodat de vcrgelijking voor  wordt

2 Lol ¢ =0 (3)
Adr’ f"dr

Dit is de vergelijking van Desscl; de oplossing, die voor r = O dc
acrde 1 heeft, is

(r)= J (2= J {z/\\/gm = g,,i;m//x-xa"-@“(w‘}“’)

Nan geeft (5.6)

2 /{/)(p ijp) %[*p,aj" e } [7&( %j} B?L) jo}dx

~,\/’
(—59{”}5, <=7 {2Vt | »7‘“‘"7",%‘

Op het aracgvlal kunnen we an de wacrden van 7((% CJ) vinden, dic
nog in (5.6) ontbra-en

Aixe) = 2 Jor2 ol (37 .. 4 &
Hicrmede is dus du snclheidspotentical volledig bepaald. Voor de
berclening van dco drulverdeling is alleen nodig dc waarde van y’op
het draag¥lak cn dc waarde van de horizontale snelheid.

Daar

Ve eV Xp
P Ko, ) ko) = € Alx) (6)
iz et drukversehidil met de ongestoorde gtroming

= ) (vt f’LXF
e Ry Hije =

s <t

LY YA ), (YExXKp (7)
= -V i V7 1-m¥) X~ 3X; } €

Op net draagvlek is

2% X xe . N
{Q,’(P j: 0 T/% {5?)7-0 + %LJ){&A/X*XP}}[%%—)Q?:(8)

Uit symmetrisovervegingen volgt, dat de drukverdcling aan dc onder—
zijde gelijl is aan die can #c boveunzijde.
De totale drulspron, is dus Xp
- (Yt fXK
f%av-Fam_.;zV P.%}/"ﬁ: )g(ﬂ[g/‘ *P}f V’(X)eix+
B - !
oy . L= Ap L
*’zr(m‘i)J leA(‘XP) 2 'wpk}d&* < . -—7--,—_—i_,2—~ (9)
Pieruit unnen de ‘ruchﬁ ¢cn het moacnt om de oorsprong door inte~-
vatie berckend orden, dic wel in de mceste gevallen numerieck uit-
gevoerd zal mocten wordcen.
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Mathematiscle problemen uit de vractijk.

Voordracht op 30 Nov.19850

De toepassing van Tavlace-trarsformatie

in mathematisch-thysische problemen.

door

T.A, Tauwverier.

5;1. In de mathematisch fysica entmoet men veelal differentiazl- en
integraalvergelijkingen, welke met de gewone methoden tot vaak gecom—
pliceerde onoverzichteliike berekeningen leiden of waar zelfs een be-
hoorlijke oplossingsmethode ontbreekt. Tenminste, zolang men de methode
van de Taplace-transformatic niet kert. want deze stelt ons in staat
bepaalde typen problemen kort en elegant op te lossen of asnmerkelijk
te vereenvoudigen. ifoeilijkheden die mich voordoen wanncer men op de
gewone wijze een bekende functie nanr de bii het »robleem bechorerde
eigenfurcties wil ontwikzelen, verdwijnen bij voorbeeld als bij tovers!ag.
Hieronder zullen we in het kert de vrincipes van deze mothode ulteen-
zetten, waarna enkele aan de practiik ontlesnde voorbeclden behandeld
zullen worden, die dc voordelen van deze methode duildelijk demonsterens

§‘2, Onder d» Taplace-transform (betor maar langers Taploce-getransfor-—
meerde) van ecn functie F(t) verstaan we de functie f(s) gedefiniccrd
door + R

£(s)= |75t r(v)at {

-

F(t) is een in principe voor alle rcidle waarden van t gedefinicerde

functie, die voor t - #+.>> aan bepaalde cisen zal hebben to voldocn.
f(s) wordt deor (1) als ecn in cen zeker gebied van hot complexe

vlak gedefiniecerde funectie bepaald; men kan ecerwoudig anntonen dat dit

gebied steeds een strook is begrensd door twee verticale rechten (zie

fi g; l) . ‘ e - e
' o
e i
3 P
xl B
. 1,/"' ,,,,, - )
- - e
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Blk van dfze rechten kan nasar het oncandige verschoven zijn. Kies
b.v. F{t)= e Y. In deze strook blijkt f£{s) ook ecn analytische functie
te zijn, hetgeen e.a. betekent, dat we enbeperkt naar s kunncn differen—
tieren. '

In het volgende stelt U(t) de zegenaamde ecnheidsfunctie (unit
function) voor, gedefinieerd als volgt

0 <0
Uult)= % t =0 (23,
1 £ >0

Heel vaak zullen we functies Fft) beschouwen, die voor 1< 0 nict gede—
finieerd of onbekend zijn. In dat seval nemen we de Taplace-transform
van U(t)7(t), hetgeen dus betekent, dat we (1) dienan te vervangen door

¥
£(s)= | % pe)at (3)
O
In het bijzonder spreken we bij (3) van =sen enkelvoudige of escnzijidige
Laplace-transformatie, bij (1) van ean tweezijdige Taplace-transforma-
tie. Het convergenticgebied veor de cermzijdige Taplace-transformatic
strekt zich rechts naar het encindige uit.
Veorlopig zullen we ons tot de enkelvoudige Taplace-transformatie
beperken, aangezien deze in de practijk het meeste voorkomt.
Het verband tussen het origineel F(t) on het beeld f(s) duiden we
vask symbolisch a.v. aan

4.F =t if=F 3 P(t) = £(s) .

a8

23. De { -transformatie wordt veel tocgepast bij
a) Inschakelingsproblemen in de e lectrotechnick.

De bijbecherende differentinalvergelijking is gewoon cn lineailr b.v.

dzr dy
a#’“ba'"{* cy =glt)

De toestand voor t = 0 is gegevan.

b) Diffusie en warmtegelciding.
De bijbchorende diffoerentisalvergelijking is bijvoorbuecld voor won
radiasl-symmetrisch systecm a.v.

90 1 D7 _ . 0
+ = =—= =k =
gl r 3r g%

dus wecr lineair. De begirsiteitie is weer gegeven, bevendien zijn rand-—

voorwaardn voor r voorgeschreven.
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De methode van de L-transformtie is fuitelijk de mathemntische
reactic op de door Heaviside, cen cloctrotechnicus, ontwikkolde rcken
wijze, die niets andors bleek te zijn dan ecen formele onstrenge toepas-—

sing van de A -methode in de vorm van operatercnroke ning.

§4. Om een gegeven probleem in de . =tnal $o kunnm brengen ¢n om de
getransformecrde oplossing te kunnen terugvertalen, bedicnen we ons

van cen ﬁx—woordenboak in de vorm von een tabel met de ﬂ{—trwnsforms
van een anntal gegeven functies. De hierbij in acht t¢ nemen grammaticn
zullen we hicronder in 't kort uitcenzetten.

£ia F+br) =adr+bdo (a3,

De L —transformatic is homogeen ¢cn linecair.

Indien (%) = £(s)
geldt et F(t) = f(s -a) (s
F(at) = £ £(2) (6)
U(t=2)F(t=n) = ¢ *° £(s) mits a0, (7)
& =5 £s) - (0) (32)
3°r . 2
—5 =8 f{(s) = s T(0) - 7 (0) {3b)
dt
-t 1
JF(x)ar = = f(s) (2)
™
t P(t) = - 3£ (10)

w

t
[ 7 (D, (-T)aT
o

.

£,(s). £,(s) (11)

De bovenstanande formules kunnen semkkeliik goverificord wordern.
Bnige speciale amndacht verdicnt de lantstc hotrovking (11). Do in het
linkerlid voorkomende integrasl heat de convolutic var Fyft) on Fg(t)
en is feitelijk het continue anilogon von d: uitdrukking voor de n-deo

term van cen recks verkregen door twes re ksen to vermmnigvuldigen n.l.

L A - .

an_ - 2 b= > c mat
Lo n =~ Tn S T
s} O o

vi

Cp © zﬁ e bn»k '
]



§5. Enige veel voorkemende -f ~tronsforms.

%_:’ % R(s) > O
L= R(s)> a
a8

—— = U{t-a) R(s) >0
Mx+1) - Lk
‘iﬂIl': % R(s) > 0
Mo = gk Gt R(s) »=a
(s=n)" o
S . =cos at R(s) > O
a“+s”
2 = sin at R(s) >0
a +s"
:5-51-’-@- = 1nt R(s) > 0
Enige intercssantere maar mocilijker te bewijzen o -paren
1 _
VI J5(at) R(s) >0
s +a
5
Ve s
N 2 _ 32 - S
Eyxowantl Io(n \/'t - b7) U(t-b) R(s)> O
a
: 1
KO(&S) = m U(t=-a) R(s)> O

waarbij Jg cn Ky Besselfuncties van de corste on tweede

len.

§6. De algemene omkezrstelling.

Aan de algemene £ —transformtic

)

zijn

soort voorstel-

f(s)= fe"St F(t)dt > <R(s) <2

- N

beartwoordt de volgendc omkeerstelling



}31*:.032

T(t)= 5—1’-{ Lo 2(s) as 3
Yoo

wairbij de intesraticweg ~on vorticenlc rochte in de convorscnticstrook
is.

Het bewijs dat we hierorndcr schetsmatig zullon nangeven berust op
de volgende stclling, wanrop ook de Fouricr-transformtiec, wanrvan de
Iaplnce~transformtie f:itelijk ceon variant is, borust:

+ J \
. ( % sin Mx 7 , {
Lim —ol W (x) S555= dx = 5 [ F1+0) +p (<0)]

N
Beschouw de volgende integraal
Y-+ 1M + 0

‘ ;o
?‘J';Ti' »(eSt ds | e st ()4l =

A=M ~ o0

It

1 ‘ :
= 7y } du‘/ )z

+ tibad
f C(y+iwyv
! L¥

i
N
!""'
L..._....
[N
<

P{t-v)dv =

av —» lim e &V F(4=v)= F(t)

V>4

]

% } ¢ ¥V F(tey) SR
-~
waarmede het bewijs geleverd is.
De voorwaarden, dic vervuld moeten zijn, opdat een en andur gocoor-
loofd zij komen hierop neer, dat F(t) zich in het algemcen behoorlijl:
- bij gedeclten continu of monoteon - gedrangt cn voor t = + ©0 de

comvergentie van de integranl voor zokere s waarden mogelijk maakt.

o —— —— -
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MATI CUIAPISCH CLNTRUM
2e Boerhaavestraat 49
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Toepapsingen van de Laplace-iransformatie II
dcor

Dr H.4A. Lauwverier.
A. CGewone differentiaalverselijkingen.
Te beschouwen een veorbeeld nuit de electriciteitsleer. Op een cir-
cuit bestaande uit een in geric geschekelde zelfiinduvetie L, weer--
gstand R en capaciteit C, wordt wisselspanning Lein.vt aangelegd.
De aanvankelijke lading Q en stroem I zijn nul en op zeker tijd-
gtip =0 wordt de -isselspanning ingeschaleld.

T Vv
L ¢ ‘
- R Tig.1
%‘
Gevraagd wordt I als functie van de tijd.
De differentiaalvergelijking is
L 4L L7+ 8 < Dainwt (1)
at C
net ég = I
at
en =0 Q=0 I=0.

Indien I de Laplace transfiorm van I voorstelt vinden we veoor I

—

I = Es @) e (2)
(L32+Rs+j/C) (s?+0:?)
De uitdruiking (2) Lunnen we eenvoudiy in de vol ende vorm brengen

- B é’:«:(sa»»*) D S _aw-Rx.if (3)
: 22 (s+}4)§ + n° g +w?
waarbij/a:-ﬁ =i

oL LC 4%

¥ =Lw - 1/Cw ,
'=Lw + 1/C

ch X2 + R2

®

Verondersteld wordt n2> 0.
,Terugtramgformatie van (3) geeft direct
T =L sin(w+- 3 - = % e " sin(at-T)  (4)
Z nZ(LC)
wearbij tg ) = X/R tg § =t/ aX .
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Voor grote + wearden mag de tweede term in het rechterlid van (4) ver-
waarloosd worden en houden we de "stationnaire oplossingh

iy

I=2 gin(we-y)

Z
aver.
Indien op =0 een willckeurige spamning V=I{(%) wordt ingeschaleld ver
loopt de oplossing als volgdh.

1= 2 Lo I(9) (6)
{ V2,2
I:z(sﬁ/ Y<+n 1
Het origineel van 8 -— 1g geldijlt ean

i 1
L (st)enty
e" T (n cos bt -} sin nt) /nL
zodat volgens de productstelling het orisincel van (€) segeven wordt
_b
-1t
door S I (S 7 (n cos nT - Msin al ) £(%-7)aT (7)
WL ,
0
De s ltaten (4) en (5) kunnen ook gemakkelijk gevendcen worden met
behulp van de algemene omkeerstelling.

”~

1 j st T2y, - -
I = —— e - . ds (8)
2774 L{ (4 p)%en%) (240 2)

De integratiewes ig een verticaal in het s-vlek rechts van de ilnaginal-

re as. De contour kunnen we vervormen tot een van het type C, als voor-
gesteld in fig.2.

L.
f

X
\

g~vlak

s
IR D

4

e, .
"“*\a...ﬂ....‘..‘ R
i

som van

ar
<

Aangezien de intesrand in (8) analytisch is, is I gelijk aan
de residuen van de¢  in C liggende polen +wi, + (jpc+ni).

Voor de "stationnaire’ oplossing hebben we slechts te nalen met do
mecest rechts gelegen polen, dus



gt - .

Ble sc R

I = =—| Res 5 A} = = gin ( - )
stat. L {(s+;¢)2+n2§ (s%+w?) Z

- =0

waarmee (5) is terugievonden.

Ancloos kunnen we de volledine oplozsing (4) vinden.

] T\“,‘“...!._- PN Tl v e ok 3y - v NI o v
e L VALY 1) Ll Ol lalll (R AR .J.Jvu.l.'.(,b i
. I N S p——- Y A . o e T WA . g WSy e

Het volzende voorbeeld ig ontl.ocnd con de theoric van de verwbe clcd
ding. Segehiowr een cilrkelvormije crylinder met Lol lmveoreratuur 0=0.

I e Jmy ol - e - - - = - : 5y e o ey PR
Gevraa,d wordt het temperatuvrverloon,; wanneer de eylinicr—aud op ten

met =0 T=0
I=a T :'(“‘T .

‘s v Iz ~ .
Z2ij T‘de;i -transiorm van T, dan is

2t *
asr 1 oar |

g T =0 (10)
dr r dr

woln

* Vv
en r=a ' = =.
ot

De algemomeoplossing van (10) is

0¥ o AT (r\/’g) + B Iic(r\rg)

0
Aangezicn voor r=0 goon 31nbv1uv1tvli may optreden is =0,

zodat ™= (11)

Het orizineel van (11) vinden ve rwew behuly van Qe aliowne omkeor-

formle. " (mnra
v / gt A B ‘ar
T :~-”1J e '"%;”"325 ds (12)
R LY sio(avﬁ)

De contouvr € lren naar linke omgclezd worden o cupluit o wo polen

van de iategrand.,

=0 cn o=- Id§2
il

. + P N - e . - LR
waarbij X, (n=1,2,...) de nulpuntcn van IO(x a) i
Toepassing van de residustelling geeit dus

<n)

T = Res(s=0) + 2? Nes (s«:—-mng)
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oy S ko 24
of T:V—-wg ;e n Jo(r.jxn)
Ap Iqlaxy)
De reeks (13) is zecer bruilbaer voor grote t waarden, maar faslt voor
kleine 1. |
Om een ontwikl:icling voor kleine t tc vindon handelen we als volgth.
Stel in (12) s—»‘% .Te vinden
v
R
Z71 T
¢ VI,](a VE’E )

en nu passen wc de asymptotische ontwikkelingen van de Desgcliuvnctics
toc: '

(13)

dv

T (z) LA ...?f......... ('3 + 3...... )
O . .—-_:-.-..\ L I
V2J/ Z gz
I (Z) [ ez (1 - L -.6.} -
1 £z

Ver 2
Dit komt er dus op ncor, dat we het beeld (11) vervangen door ecn an-
der beeld dat met (11) voor zrote s-waarden practisch overcenstemt, en
dat we van dit nicuwe beeld het origincel zaan socken.
Ontwikkeling van (11) geeit

9, - } -.“i"l‘jv%-
o LB 5\ 1 + &X + 2alr -‘gﬁ—r-Je
‘e et \
sr ¢ gar\/ %/k  128a%r? K

Het originecl vinden we uit cen tabel:

{
Vza./l

. ‘o
T = B erfc &4 V(a«r)(l«ﬁa)_ ierfec —22E- ...(14)
r 2Vx 4ar " 2 Ykt
bruikbaar voor kleine t mits evenwel £ niet klein is.

Voor de temperatuur in het midden r=0 volgen we een andere weg.

- ¥ V
Uit T (r=0) = —————o
5
slo(a\/ )
2 J/!d "é‘\ é{; y‘l ',‘["7'_“
X : - i) - ey 2
volgt mu 75 & E}LZEI.@.., g . W27 ko gmabae
kkf s“y’ fig Sk a‘/l
Uit de +tabel volgt voor de eerste term
A
. _ Lk 2
T(r=0) &» —2— ¢ e K, (-2 (15)
Tk % ekt
De in (14) optredende ervorfunciies worden a.v. sedefinieerd
i?kir 31
erfex = 1-erfx = -GQ: j e 7 al
ierfex = [erfefay X

X

- v
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Het volgende voorbeelé is eveneens ontleend aan de theorie van
de warmtegeleiding. Een vlakke cirkelvormige plaat, aan de rand ge-
isoleerd, bezit op t=0 een zekere temperatuurverdeling T=§ﬂ(r). Ge~-
vraagd wordt hoe de temperatuur met de tijd verandert.
De corresponderende vergelijking is

2T 1 2_
met de nevenvoocrwaarden
"t =0 T =§/(r)
r =R ﬁ =0 (17)
or ;
r =0 T elndlg
Stellen we L T = T™ encx "E’ Wir) = - Qiéﬁl
dan gaan (16) en (17) door « -transformatie over in
2m* K )
a7 1 4T 2m™
+ o= == T = (T
5;5 r dr »V
r=0 T™eindiz (18)
» B
r=R ar_ . o.
dr.
dus een gewone dszerentiaalvergel13k1ng. R
e stellen nu fG (ryp)y(p) dp + '( G (r, g )y (g ) ap (19)
waarbij {G (r, 8) = AT (X r) + BY (o(r) ¢<r< R (20)
' 2
G2 (r, @) =GJO(IX1~) +DYO(V(I‘) 0<Lr<¢f
en j G1(r,r—0) - Gz(r,r+o) =
(21)

é%G1(r,r~O) - %F Gz(r,r+0) =1 ,

De constanten 4, B, C, D vinden we uit (21) en uit de randvoorwaarden
¢
van (18).

D=0
Ad (X R) + BY,(XR) =0
AT (OXP) + BY (X{) = CF (xg)

AT )+ BY,(H) = 0T (x¢) = -/

Aldus vinden we voor G(r,¢ )

L R AT AL R ACE O AC TN AS o) /(%)
(22)
6y = - F—fao(cxg) [ 3o@e) () = 3 (XRIY ()] /340 )

De oplossing van (16) en (17) kan dus met (12) in de volgende vorm
worden gebracht
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ct+ix . R
1 5% w o
T=T2’7“FJ’.J e dsf elr,p) p(g) dg (23)
c-=iot 0

Een nadere beschouwing van (22) leert dat 61 en G2 analytische functico
van s zijn; logarithmische bijdragen in de teller afkomstig van de Y's
blijken nl. te verdwijnen. D¢ polen worden eenvoudig gevonden uit
J1(CX R) =0
2
k

'}
£ - R L
o] 8 = 8_ = k Rz

waarbij kn het n® mulpunt van J{k) veoorstelt (kozc).
De integraal (23) kan naar de residucn van desze
allen op de negatief recle ag liggeﬁ, ontvikkeld worden.
Het residu van s=0 is —5 (£4ﬁ(f ) a¢

™
4

rolen, -elke

o

t K
-k -Bsy r .
2 v = &k ;
—_— g 1€ N "n ~ £\ 5]
25 R TgRp e @
J ¢ (kn) g
zodat we uiteindelij@xvinden -

R K
7 e . L J -
T = & { J ¢ £(p) a¢ +% T 8 -%in"l e?f(eg/gfaekdf} 24)

re {J] gz x“)_o
met J,( X4 R) = 0.
Voor t -2 vinden we de uniforme temperatuur
2 R .
T = Ei-é- fag £le My (o5

Dit is juist de gemiddelde temperatuur op t=0. lLangezien d.vem. de 130
lerende wand geen warmbteoverdracht naar buiten plaats vindt moet de
totale warmtchoeveelheid coustant blijven of mea.v. de jemiddelde tom-
pergtuur is veor alle t wawrden _cpsven doorn(25). Anderszijds

blijkt dit weer mathcmatisch wanncer we gg{ ridr naar 1 diifercn-

-
i

ticren. o

et voordecl van deze methode ig, dat cigenfvnctics en eipgen-
wearden automatisch voor de dag lomen cn dat we van alle orLsn over
de al of nict complcetheid van hoet stelscel cigenfunctics boevrija zijn.
Dit is vooral van bclang wanneer in ingewikkelder problemen de oor-
sprong c¢cn pool van hogere ordce ig.
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Toepassing van de tweezijdige Laplace
transformatic

Dr H.4.Lauwerier

§1. De tmeezijdige Laplace transformatie van de functie h( ) =ordt
gedefinicerd a.v. T

f(g) = ie"”"‘ n(t)dt (1)

%]
- H

lierdoor wordt een conplexe functie f£(s) voorgestelda welke in cen ze-—
kere strook van het s~vlak
< Res <3
betekenis heeft. Duiten deze strook divergeert de intuirealvoorsiclling
(1). Doorgeaans blijkt f(s) echier een in het gehele s-~vliak vecrtzetbars
anglytische functie te zijn. -
len hecit dus voor clke 70

LT e o £ oo
e e = o t = -
De omkering van (1) is E+ic0
hit) = mf“j ftords (2)
X <CE<R

De rekenregels zijn eenvoudiger dein bij de eenzijdige Laplace traans-
formatie.

Als £(s) = n( t)

.

heeft men
f(s-a) < e%n(4)

e®®f(s) =n(t + a)

£0(2) - fan(ta)
s"f(s) ;-5@-111;1 n(t)
at
., 2(s)s (-1 7 n(t)
ds
t
2(s) £ [n(v)ar
S - ol

ff( o*)de' '—5-—)-

7,(s)1, (s) = 111( T) n(t-t)at
~ 00
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Eenvoudige voorbeelden zijn

ENIRED

st k...tz

»

v*e"‘f =
e = {(t-a)
S
% {ll( t-a) + U ¢ t+a)}
IRV )
K (a r-—bzwsz) X D t%+a

il

“u_

Chas
c

Y

De tWGGZlelfe [‘sranoiorleatle is algemener dan de ccnzijdizc. Deve

hebben de laatste tweec s—~functies geen origincel voor ac¢ ccuzijdige
I-— ‘oransforma'ige.
Is mml. £(s) = ge"Stg(t)dt
dan is voor s voo0 zcker f(s) — 0, en hieraan is nict voldaan. ‘
Voor dc algemene theorie van de tweezijdige £transforaaatie verwlj-
zcn we naar het pas verschenen bock van Be.v.d.Pol cn E.Sremmer
(Operational Calculus, Cambridge)
§2.  Toepassingen.
Beschouw cen oncindig langc buis waarin met con constante snclheid
Y een vlocistofmengsel stroomt. Op het begintijdstip hebben we ten
kleurloze en ecen gekleurde vloeistof naast elkaar. liocmen we de concen-
tratic ven de klcurstof ¢, is z de lcngtc:ooﬁrdinaat en Cde $ijd, dan
beantwoordthieraan dc diffcrentiaalvergelijking

ac a2t _ 28
{ AR TS (3)
{=0 ¢ =Wz
Stellen we $ﬂ j e C iz
(dus a('transforma’cio nzor de lengte cobdrdinaat)
dan is
2= lps- V)Y
t=0 ¢ = s
b j
Dus L ﬁ((gg - vs)‘t , p ptls— ¥rJ uﬁ
. . S ‘
Uit de rcgeltjes volgt 5
st o ~F

£ Fiyﬁe



L I
€ “F"‘;é _
2
A
(3{:(5“— . vE yat
f‘*“,z.vfme
2

ég»'Vﬁ;
dus (QS'Q' vt s ! 2 TS :
| = 2 )/77’/}71‘

Hieruit volgt onmiddellijk
Z

i 2
e = o7z | o b fat

— 00

of
LY/_st

’:"'wf 5: (4)

Inderdaad is (4) de juistc oplossing wcgens

Z -y + <0 c =1 .

Z2 > -X c =0
Het belangrijke voordeel van de J?transformaﬁie is hier, dat de discomn-
tinuiteit in de beginvoorwaarde + = 0 ¢ =U{(z) verdwijnt.
Het volgende voorbeeld is iets ingewikkelder,
Bij hct onderzoek naar de verbranding in cen cilindrische rcactor,
vergelijFen met een Salamanderkacheltje, trad de volgende differen-
tiaalvergelijking op

o e
26

T 2T, t-2
2l v e T (2

t=0 T =0 {5)

Z -z + T=0 '
Hicerbij treecdt ecn discontinuiteit op in de differcntiaalvergelijking.
Eier geeft weer de o(uran5¢ormatlc uitkomst. !

Stel nmi. S/.,m f é’ 'TroLZL
- QO
Dasrdoor gaat (5) over in: 20
::(pj”'- vsje+ { e

t
~St

—$z 4t -2

A2z

of

-’;‘f—'{/{«((lsz-*\/g)?p:—
teo  pe=o
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dus aangienlijk ccnvoudiger.

Je oplossing is
]
5...\/5‘} -5t
(ﬁ ~ £

= &€ - - '
f $(541)(BS= V] (6)

Het origineel van (6) vinden we door eerst partieolbrcuksvi1t51ng
toc te passen cn de verkregen brokstukken van het type

sk vsk < -$t
(((55 VS o e’S

3+ % S+Y
apart terug tec transformeren en samen ¢ voegen.
Aldus is e?ﬁ(5*37¢+09 =~ ¥(trx)

v . / T+ Xy
=74 IV!/ci - o=
S+ 12 =Y §L ( Ve,
en m% ‘)
55 U-t) .

De verdere vitwerking laten we aan de lezer over.

Het derde en lactgte probleem is het volgende: Ecn vliocistof stroomt
met constante snclheid door ecn buis gevuld met grofkorreliz materieal.
De invloed hiervan wordt met cen dlffusicterm beschreven. Ergens op de
as wordt met ecn klein dbuisje kleurstof geinjecteerd. licn Vraagt de

verspreiding hiervan in de buis wanncer cen stationnaire tocstend is
bereikt.
De differentiaalvergelijking is
2% ¢ - (7)
Dy rar(”a )*Da"“gzz‘”vaz ’
met = = 00 C=O

Z
Y‘:R g—,g-::..G .
¢ is de concentratie van de kleurstof in massa/vol.
Stroomt er in.le oorsprong O uit het buisje g massa/tijd van de klesur-
gtof in dc¢ grote buis, dan is in de¢ omgeving van C:

4
1.,;7\[5;{}3 z +Do. a}f;

N 3
Invoering van niecuwe dimensie oze cosrdinaten vereenvoudigh (7) ictse.
Gemakshalve gebruiken we dezelfde notatie: ‘

e 1. %¢ c
S ar(r r)'J’ 3‘2‘1’*”:‘3—;

PR

(7a)
P=y -5;%::0
Zg«@ C =0

rvztso ¢ v ,-Tm._,&
I"+z"
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. P +]
. -f=z
Stel weer (f’ == _( £ Cdz
-0
De ver elij}‘cirxb gact over in
2
F3r(r H)-%¢=0

met Y=2KS-S ¢
De oplossing hunnen me schrijven a.v.

Pe AT OGP+ BRYyH)

Slechts K io V\,u(il‘irmu’?it 1ijk voor de singulariteit ia (.

X 4 u‘:".‘ .',Vp} 22
 is KO(}, ploe= __4;,

AV iry.z2

bus B =20
Uit de randvoorwaarde voor r = 1 volgt tenslotte 4 en we vinder
w—n

= 2 LK)+ TR} (&)

Opmerling Q
¢ = m exp —K(-z+Viiz

is blijkbear de oplessing behorende bij een "oneindig dikke buish

Terustransformatie van (8) geschiedt met de complexe omkeerformule.
Leggen we de intesratiewsg naar links om dan is ¢ gelijk aan de som
van de residuen hchorende bij de polen op de negatieve asg en de oor-
sprong. Oe¢ oplossing 1s dan geldig voor z > C.

Leggen we de inte ratieweg naar rcchts om, dan is ¥ selijk aan de
som van de residuen ven de positieve polen, De oplossing geldt dan voor
z < 0.

Adus volgt 2 K+VRE s K2 }

f o 2R S dlkarle zy o
S J (k,‘) VK + Ko
+ =K+ VKK, }

_ 9 2 Jolk.me B
= .QLQZD- -]00,\“) \/H}:f" ’ln

b
N
S

k4
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Colloquiums

Mathematische problemen uit de practijke.
Voordracht op 23 November 1950
'as G RAVINHEHAGS

Mathematische behandeling van stroming door

poreuze media.

door
R. Timman.

1. Inleiding, de wet van Darey

De stroming door poreuze media vormt een byzonder hoofdstuk uit de
algemene theorie van stromingsverschijnselen. De algemene bewegingsver-
gelijkingen voor de stroming van een visCeuze vloeistof worden opgeleverd
door de vergelijkingen van Varier Stokes en de continuiteitsvergelijking
en in wezen is het probleem dus een randwaarde probleem voor deze gecom-
vlineerde vergelijkingen waarbij de randcondities gegeven zijn op een
oppervlak van zeer grillige vorm, n.l. J2 begrenzing van de porién in het
medium.

Tat spreekt vanzelf, dat een dergelijke opzet ven het probleem onover-—
kom-tijke mozilijkheden levert. Anderzijds is het ook in het geheel niet
noc¢’ z om de stroming door die poridn te beschrijven daar ons alleen het
makroscopische stromingsbeeld interesseert. Zuiver theoretisch te werk
gaande, zou men dus kunnen proberen uit de vergelijkingen van Navier
Stokes door de vorming van gemiddel”en enn makroscopische bewegingswet
af te leiden.

Het schijnt, dat, theoretisch cen dergelijk procédé nog niet op bevre-
digende wijze is geschied.

In plaats hiervan wordt in de theorie opgebouwd op de wet van Darcy,
die gebasecrd is op het experiment en he+ eenvoudige resultaat gecft,
dat de hoeveelheid water Q, die per tijdseenheid doorwn zmndfilter stroomt
evenredig is met het oppervlak O en het verschilk in potenti@le energie
o o i tussen de vlogcistof aan boven cn onder-
Ea — 2 kant A}{D en omgckeerd evenredig met de
/////// T dikte D van het bed, of

Hier is ¢ cen materiaalconstante voor het zand. D

N
s
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Het blijkt nu, dat deze wet geldigheid bezit, zolang de vloeistafsﬂ%éia,’

ming door de pori¥n laminair is en dit is het geval, zo lang het getal
van Reynolds R _ oy X

3lein is. Hierin is 4 een karakteristieke lengte van de pori¥n, v de
stromingssnelheid en Loy
stof.

(Dit is volkomen analoog van de stroming door cen buis, waar 4 de diame-

de kinematische viscositeit van de vlioeie-

ter van de buis voorstalt.

Voor Rb< 2000 is de stroming door de buis laminair en wordt beschreven
door de wet van Poisseuille, maar voor R ) 2000 verandert dit karakter
plotseling om over te gaan in de turbulente stromingsvorm, die door ge-
heel andere wetten wordt behecerst).

In het geval van stroming door een poreus medium is deze overgang
nist zo plotseling, hetgeen duidelijk wordt, als men bedenkt, dat de
stroming hier een gemiddelde is van de stroming door esn groot aantal
karalen en dus voor een bepaalde snelheid in het ene kanaal de stroming
al turbulent is en in het andere nog niet. Tr is hier dus een betrekkelijk
groot overgangsgebied, dat begint bij een getal van Reynolds R ~ |
waarbij 4 de gemiddelde korrel diameter is. Het blijkt niet goed moge=-
1ijk te zijn om een scherp geldigheidsgebicd voor de wet aan te geven,
maar volgens Muskat is de kriticke waarde Rl gan de veilige kant.

In problemen, zcdls gze in de practijk voorkomen, is aan de conditite
vrijwel altijd voldaan, bchalve misschien in een zeer directe omgeving
van een put.

Om de differentizalvorm van de bewegingsvergelijkingen op te schrijven,

beschouwen we volumeelementen, die weliswaar makroscopisch gezien,

klein zijn, maar die toch groot zijn t.o.v. de diameters van de porién.
Dan wordt de wet

n o B _db
- = v = const. 3%

vaarbi} de constante hiefk de dimensie

T' m “l = '_TJ3 = TJ2
vy ~le 2 -l wa n 12771

P

=3

he-ft. De constante hangt samen mnt de vloeistof cn de vaste stof cn wel
met de viscositeit van de vlceistef en de porcusheid ven de vaste stof.
Het ligt dus voor de hand te stellen

- _k__¢&p
v et m— =
A ax
waﬂrin,/“ de viscositeit van de vloceistof is, k is een constante,

. . . 2,
die alleen op de vaste stof betrekking he:ft en de dimensie L~ heoft.
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Indien wij alleen waterstromingen beschouwen is u steeds hetzelfde. Bover-
di.r dmiken we dan p uit in meters (waterhoogte) zodat we kunnen schrij-
ven

=

v = K dp  _ k¥auh_j _d

)u dx }1 olx ax

waarbij )Y = dichtheid van het water.

In dit geval zal k de dimensie van cen snelheid habben.

2. Tendimensionale problemen.

"¢ brchandelen eerst een klass» van Droblémen, waarbij de optredende groot-
hoden slechts afhangen van &&n ork:le codrdinaat. Hierbij kunnen we on-
derscheid mak:n tussen vlakke nroblemen en radinel. symmetrische nroble-
men.

a) Vlakke problemen.

Het cenvoudigste probleem is het probleem van een put tussen twee parel-
1.1le horizontale wanden. Daar wij alleen vlakke stroming beschouwen, is

de oput hier een oneindige sleuf, waardoor per strekkende meter een constan-
te hocveelheid vloeistof wordt verwijderd.

I
i

1

XXX T W EE LXLX

WX TR0 AKX
«

- %

R R KR KRR R R RATKR, | R KK KX X XK XK
o b

'

|

T

b

) |1 -
|

&
»

<

H

De vergelijkingen worden nu geleverd door de wet van Darcy

(1)
v = - k. 4p_
dx
samen met de continuiteitsvergelijking, die eenvoudig luidt
y (2)
—a—;";— = 0.

zodat
v = const = V.
als ve gegeven is doarde sterkte van de put.

In 71t zerst voorbeeld zijn beide lagen ondoorlaatbaar geromen.

Aoschouw nu echter eens het gevel,dat de bovenste laag doorlaatbaar is,
terwijl er cen constante potentisal ¥ heerst. (In dit geval zijn druk
cn potentiaal identiek, daar de zwaal tekracht geen rol speelt).

Door ¢2 bovenste laag vindt een stroming plaats , die beschreven wordt door
de Zormule
(3)
Q=c(fo-¢)
waarin N de hoeveclheid vlocistof voorstelt, die per tijdseenheid per m.
longte door de laag gaat en y% en ;ﬂ’de potentiasl voven de bovenste laag
en “fusser -de twee lagen voorstellen
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De stroming tussen de twee lagen wordt beschreven door de wet van Darcy

vc-k N ..u
dx
in totaal hebben we dus de beschikking over verg. (1) en (3) en de con-
tinuiteitsvergelijking, dic nu de vorm heeft: Q ol
av_ _ . i
L 3 "tﬁ. V‘f‘ :;xg x&
N !
De vorgelijking voor de potentiaal wordt dan
)
e 9§~'}”) + (kh) —gjg = 0, (5)

dx
en de randvoorwaarde wordt
x = 0 (rand van de nut) v = v,
fierbi] is de verticale snelheid van het door de laag stromende water vor-
waarloosd.
Verg. (5) wordt opgelost door als nicuwe variabele in te voercn

v-Fo= (6)

zodat zij overgaat in

2\ !
acw C -
5?“??%"& : (7)

m:t de algemene oplossingen.

%ﬁ’;: %JGZAX+-}B*€‘)\K
NV

T T

;

SRR S AN ERETIN RN

R

De eerste oplossing wordt uitgesloten door een tweede randvoor-
waarde n.l. , dat in het oneindige de snelheid nul moect worden (in elk
geval eindig moet blijven).

en de snelheid wordt

zodat de voorwaarde

en de oplossing wordt

v =V e
° Vo TAX

/= p - VIR
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b} Radianl symmetrische nroblemen.

7ij beschouwen hier de analoge van de boven behandelde problemen voor de
vlakke stroming voor radinal symmetrische stroming.

b 1.) Bron tussen twee ondocrlantbare wasrdon.

De vergelijking van Darcy  is

ot

o1 ¥
Vo= K TF' (1\ P — i
: Vb AN R T AN A AXNREFIIAK
~¢ continuiteits vergeliijking s L e
S L - i. .
wordt opseleverd door de cis, dat PR
door iedere cirkel eon constante hoe— *ﬁfszﬂ
. i 11 !
v lheid water stroomt Qs'zéﬂ
> v o =N, (2) .K,XJ{»..XQ{X.K,L&?{“».)(:E KKARAAN LR
sla y de sterkte van de bron is. i
“ij kunnen de wet ook in differen-
tins Trorm schrijven .
,/’““:x:
27 ve o= 23 (v + Av)(r +dv). ! ‘
{ !
av_ = -y (3) N4
d L '\ g
Met (2

en (1) volgt diract
n

)
o= _ 1n r + const, (4)
/ 20k

wanrbi]j de constante wordt bepaald uit de voorwaarde, dat voor r=&
'*f‘-:: (f;,n iSQ
: Iy i
Y g (5)
£ - o=,y An —
b 2.) Bronstroming tussen twee lagen, waarvan de bovenste doorlaatbaer is
en de onderste ondoorlaatbaar.

Boven de bovenste laag he=rst cen constante potentiaal.

3

71ij maken weer de ondarstelling, die BERRERTNNA EERERVENNL

strict genomen, niet juist is, dat de §

stroming tussen de twee lagen steeds ho- el

rizontaal gericht is, zodat het water, dat ;

door dc bovenste lang siepelt, direct de XXKXXN’;K XXX XXX KX KK
snelh-id krijgt, die het water tussen de

lagen hecft. Ncem de potentiamal boven de bovenste laag @, en tussen de
lagen V’ , dan wordt de stroming door de bovenstc laag beheerst door de
vergell jking

n=c (F-P. (1)
Tussen de twee lagen wordt de stroming gegeven door-de wet van Dnrecy

- ¥

en de continuiteitsvergelijking
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r277v+Q2rrdr =2 {r+ dr)(v + dv).
dv _
r 3% + v = ) (3)

Tliminatie van 2.9v uit (1), en (3)

lovert {/,/«mu\\\
2. v r

A

[
r > s ™ ST
¥ dur? + k ‘d"""r = - I‘C( ;f}o — f )’ \§~/J
) |
4 . 1 a¥ f=f) =0 (@)
e alIE RS OENE A AR S

voerer wij in de functic

Yoo = W, (5)

a~n wordt de vergelijking

fyz A (5)
%rd.f‘ «-—kf/-—()
Teze VLI?ﬁllgklﬂF Y?rd% nog goereduceerd door te stellen
xoT=¢

23] gaqi{dan over in
‘ ?’ I 5(w'
Deze vergelijking is verwant mct de verzelijking van Bessel, die wij nu

verdar gasan behandelen.
3, Bigenschappen van de functies van Besscl.

De algemene vorm van de differentiaalvergelijking van Bessel is

2, 1
Py, 1 a4y L
= * 7 = + (1 - 73 )y =0, (1)

waarin v een constante is.
Wij zoeken nu cen oplossing van deze differentiarlvergelijking in de
b vorm van een reeks
V:rw(ao+a‘r+azr2+ eee + 0 rk+..-..) (2)
en vinden voor de a's een stel vergeliikingen door coéfficienten van op-
volgende machten van r nul te stellen.

2 o= 4
Ao X{K~t) + U, KX = ¥V R = O r
. a4
@, {XF ) + g [x+1) =0 r
j 2 X
A XX +1) + 0, (X204 G0 =V Ay = O r
B R By

A XA Xk 1) 4 (o) - Vl}"’awzw o

De coéfficient a, is alleen dan # O, indien

o
<2 _v2 <o,

dus
o =+V , of X =Y



vz &

— G oo
. - ¢ a, 2 PR s
Verder is a) = 0. (alsy#/) - “(0(”)2 T v
en voor K=+ ¥ ak*-':""‘kl.——-—— — A -2

: GGt - T TRk
<& oneven termen vallen weg en de even tormen blijven over k = 2m,

a ., = _Zom-2 - o GenE
e ry = a
2m om. 2( T+ m) e Q o .
2" m !t (Y + m)(Prm=~1) 4. (y +1)
De crlossing 1s dus . L 2 )
7&" a,-r {1 —"—-r"‘""" *—z/t"“—*'*-** e e t’."/)’)?‘ (LJ
De Functie 24 (v (yadly+2) — (-V._.;i/) T g (3)

~
(\/y{r}fﬁ: "‘*" Zd{m ’(Vv‘f)(]‘)——m /[//
wordt de functle an Bessel van de orde Y genoend.
Naast Jy ontstaat een tweede oplossing, doorX = -V te stellen., Haar
reeks wordt verkregen door in (¥ ) Y door -V te vervangen.
Indien Y geen geheel getal is, zijn op deze manier twee verschillende
oplossingen verkregen. Zij zijn ook geen veelvoud van elkaar.
Als V echter wel een geheel g:tal is, gnat het procédé niet meer op,
daar in de formule voor J —y ( y=n)
Foyw=r"" G it e
- e N C T I S A !
¥anaf m= n de noemers alle nul worden en de reeks dus niet bestaat. Om

te zien wat er nu gebeurt, gaan we terug naor de recursie formules:

2,
8, = - —& 5
A 22 (1-n)
. —0 g ' _ 2 :
alm* 2’ 2 of wel -8y, a2n12 m(-n + m).

2. m (-n + m)
Als we nua,, # O kiezen, zien we, dat alle lagere 2 's nul worden zodat
de reeks begint met de term met a,,
Verder is

imar = T s
2t (n+i)i 1
aln#-lf — QLH+2’Z'° - "th,»z»é’»z /—‘/’ﬁl”

U s2] = n entb) T ITP Z
Bij substitutie bllgkt de fgéks te worden ST 7R E Llned)

g 14 . |
QZM‘l"T? ] — /' _(L} ———— . 4 //m(“f lg /3’)
7/77/-{) 1200 2 T trry (e )

d.w.z. de reeks wordt identiek met de reeks voor ;'en de tweede oplossing

valt samen met de eerste(op een constante factor na). Om hu een tweede

oplossing te krijgen, die niet samenvalt met de eerste, stellen we

y = e ()

en substitueen 4it in de vergclijking



Dan wordd

ar r dxr
.64.2..:{. — ol Q'.-...e-. ? gm-»éi'}. %—f’%"u dafia
er drz dr r dr”
en de vergelijking voor u wordt
, 2 7
3 d“u d dIn { du
n S5 o4 (2 B4 ) 88 :
dr2 dr r dr = 0.
10 .. du . . e e - oA ’
Loem == = p; den moet p voldoen aan
dp + d 1z do Ay, -
ar (2 er * r )p =0
of el
dlnp _ 4
e e ln.{ Jﬂ }
zodat
- .C .
b= ri3n ngz
en

2= o

Daarlgn (r) in eer machtreeks ontwikkeld is, kunnen wij de integrard
ook in een machtreeks onbtwikkelen. ZiJ begint met een term met I'in g
en klimt op.

Onder de termen is er dus één van de gedaante r 1 aie na integratie

oplevert 1ln r.
L} vinden dus, dat
=1lnr + R (r)
aarbij R (r) een machtreeks is, die begipnt met ©

Dan is de nevenw oplossing

J = dn(r). inr + ()
wasrbij ¢( ) het product is van Jn(r) met
term v O

—om

R{(r) en dus begint met een

De ccefficienten van de reekasvoor S ) kunnen weer bepaald worden doorte
substitueren in de differentiaalvergelijking
n ingewikkelde berekening levebt dan, dat voor de tweede 0910581nb
gekozen kan Worden =n+2V
f%»vﬁ)( J

/ (7 M Ra

ﬁ'w=J£§%+k [.r+ poverg) e lir g 7wljj (% )

Deze tweede functie wordt de funciie van Neumann genoemd. De constante
Y is de constante van Euler, ln,x = C = 0,577215 —wmeemmeerz

= lim {;E; ?; _ 4, 15)

M2k

Oﬁ%m?



MATHEMATISCH CENTRUM, A Blz. 9
2de Boerhaavestrast 49, ‘
Amsterdam=-0.

Mathematicsche theorie van de stroming door

peoreuze media,

4, Bigenschappen van de functies ven Bessel voor grote waarden van r,.

Uit de vergelijking
/2 I é_;ﬂ }
A - - Y = 0
oA r* + r or ( r %
is het mij lastig om direct het gedrag voor grote r af te leiden, om-
dat we niet weten hoe groot de term met %{; is t.o.v., de andere.
Verdrijf dazrom eerst deze term door te stellen

@ Ulr) VIR

ey - wvru vt
e r

A

H—M Wyl ru v
#a
L

FU LU u e (W) 5wy =

Stel de coefficient van ' =
L Y=o

-/ , -
%; < -  _av= Lyr I+l

I

Stel dus

}” = C‘Fé-a

dan moet M.voldoen aan

-3 St !
cor® LL +3 2} LL&-M ’ w-sCr L*—ﬁ - Fi/l‘r = U

of wel Ju

We (1- )ti = 0

.Y - _‘:
Voor grote r kunnen we in eerste benadering de term “
. . ,'\l
en krijgen dan

(,L”a-/— U = o

met de oplossingen

Fe e
U = £

verwgarlozer
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Stel nu Sh o 9 .
U =< f/#‘f—i+/%++/h>

dan kunnen we weer A%, 4ﬂ,=.. vinden door subsitutie,.

, o 5 r 4

e n3 T

l. Y o
=g 10 {i Jéﬁ~25‘3,4 L ‘%ﬁﬁ+f3£J+é£u- LAY
/‘* rr °

R R & 'Y"”Jj

zodat substitutie lesvert

re 0=0
r 0=0
Tt 2l - = o
TR AW LY —202d, = ty-a t)A
NS S RV CT B A S A YV AN
IR A R T R AL
Lo, o g

h-2 Lo {m-1)

//1 = ’// .Z/:?_.:in

an

YA R I R S R R L S R R e

Liem -2 [’\‘)) /)4-—/)
’ \ i [ ) o)) PEALINER
=4, . R R BT I AR F AR VO3 CICTL R Ih MR il
S ) o niim2) T T A
¢ gy 4 (L a)(vEH) ;
=o'y vim L A VI
“l 22; /.4.!‘) f

De andere oplossing vinden wij door i door =i te vervangen.

De samenhang van deze reeksen, die alleen bruikbaar zijn voor groue
waarden van r (eigenlijk zijn ze divergent) en daarom asymptotische
reeksen genoemd worden, met de vroeger gevonden uitdrukkingen is op
een directe wijze zeer moeilijk uit te vinden.

Wij slaan daarom een andere weg in en proberen een ultdrukking voor
de oplossingen van de vergelijking te vinden, die voor kleine waarden

van r de ene reeks en voor grote waarden van r de andere reeks zal
opleveren.
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-~
-

- 5. Integraalvoorstellingen voor de functies van Bessel.
De gezochte uitdrukking wordt gelsverd door een integraal te substi-
tueren. Wegens het ksrskiter van een € macht, proberen we (Laplace)

LA
(P,
}p., f p) f«(::)u’f
<

en zoeken nu J, en <1 benevens f£(z) zo te bepalen, dat aan de verge-
1ijking wordt voldsan.

-
AL

%lr‘.? - ( e”%l’ 7[{;{)6124

'Z' 7 NabA
LY = f e z‘{led% :
Jr? Z,

Voor de volgende herleidingen beperken wij ons tot de functies van
de orde nul (Y = 0), die voor de te beschouwen problemen vrijwel steedws
voldoende leveren.,

Dan moet
e

/}‘”[ &Yl - £ sfi) — {12) |z -

X

4

<

Wij gaan nu de integrand herleiden door partiele integratie

1

foy | (rZ
f émz/zif}ﬂz}wﬂ [/ l/,f//z) de’ s it //}/4]

-z

——"“ 3\

/ % .
— -;: 5 % ’/z }}7(211
Dus moe#z
- - o -
. N,jf",?f 2 o N ' ,_'i-— %4 i vy . 5 ,
L | e p - £ Jlrt g + ez /_/f,z:w/z ¢

4

Hieraan kan voldaan worden, indien f(z) zodanig is gekozen, dat
. X2 _
A~ Z5 S »,)}/(z)j = o

of wel

%7%&‘%/@‘ y?/}y = O

12T 3
;%72" - g S
_’f'{,zg)::(zé-/)‘z’
1

Verder moeten <7 en 2 zo gekozen worden, dét de geintegreerde terme:
wegvallen, bijv. door te kiezen Zi=+ 1, Z= - 1,



Dit levert de int:grasluitdrukking

i
”

R
£ wl ¥
\/ e

-1

Stel hierin Z'= cosy , dan is
,',/ Loos ‘;‘ e ;’/;'J ¢

WTJ‘ - .C’(—W? (/,
en de uitdrukking wordt

oo .
( L4 L

%

De reeksontwikkeling verkrijgen we, door

Lo VT g
& - \'. Lo ’:’Ij
M= J Y.
in te vonllen en de integraasl wordt
20 . " ST
> L.-._ j A ;ﬁ JY)
ot " !
Y=o e

Bereken nus

Po= | ey o

)

Dan is
¥

jl’

- (n ,.,;(
¢
dus ™~ T
")* '7'3 l }Jh-:_

P {_Nﬂ[(/’
?’ ( u"\f cftf [3'*’“..., D)

Alle P met oneven index vallen weg en

L2/ 23 P

P_o= 2m-i }D
T T 1w -2 L (i -

2w

‘zodat de reeks wordt

2)

o
P = ¢ K:'n of = (‘,«ny”,';ﬂ»{lswc - [,w;m’
n gavﬁ ¥ ? S 7’ }f }'L : ”
/ A - (%-, wo Ty ol < - e (e

-3

Im -4

-7

ﬁi T rET A?k:_,j/zbq 3} - -
(2m}! 2.0m (20 -2) -

V“a"*

L

. A

:WZ ()zmt;—q;—q'/&”ﬁllp}

’)’)so

it

I

Blz.12

w»f]47~ // St tar” }o A

=f7 é{.’l}.f.ii),‘{./:?;ﬂ '._”‘.},‘ R

¢ 4
2 (’Qm«l’f
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Hieruit volgt, det .
w .
} ' IR Y f’
7 e L | eoat cop)ty,
3 ;
daar R 7 N
[ Seniremp) fi s ; Sl b »»f~.--;ff%yf { iiw/rww}cx’y / Fiom I wgf}gxff
o 9 ‘.i: »
'PL 1 }ur1(§‘/~ﬁ;/7; b’/’j‘)@‘ {1}
en 1 V{ u ?7 lLlI
[‘ o "/ i gl)
J' ) i,{}‘C/L’ Y)uﬁn’; Codr fey F)w"f’-f-j Ll 1{"‘&( »7}4‘5/'{’ ({/0 (b L0 Mru“{‘ ¥
0 o T Y L[Lﬂ

o ;L‘(«-A{‘; /(‘j"..?‘iwﬂn Uq; ”jw;&'bwy‘-’}ﬁ){f

On het asymptotiscnr gedrag te vinden voor grote r kunnen we ock van
deze formule uitgaan.

Het is, vocral met het ocog op het vervolg in de speciale functies,
die optreden in de toepassingen op de¢ stroming door poreuze media,
beter om een andere integraal te beschouwen, die ook aan de vergelij-
kirg voldoet, n.,l. dz integraal

[ Lr

- Z_
===
f \/ £ -1}
Immers, als r complex is,r = r'+ i r" zullen voor deze functie ook de
geintegreerde termen wegvallen, als r" > Q.
Een asymptotische ontwikkeling wordt nu geleverd doer te stellen
, 2 3
L e Xt - T
rix-1)=t° Xz y , ] = TSt e
zodat de integraal overgaat in

. (e ) 't_z ‘ : 0 gt
ét,r 53631 At é_.é”f {i“‘o{t

J / Eizanr 2
A \ ver ) VH

Ontwikkel nu de nocemer volgens het binomiunm van Nowton

. T2 & : 1 :):
(/’Hf i—-) = 7 - L.L7 4 —z =% /‘L F .
ir “oar 2«, k-fo"

o

Deze reecks convergeert echter alleen, zolang/‘§7\1< 7.

4
1

Wij kunnen dus geen exacte formule verwachten, daar wij van t =
tot t = o integreren, integendeel, de ontstane reeks divergeert en
gtelt de integraal asymptotisch voor grote r voor, d.w.z, het verschil
tussen de integrasl en een vast eindig asantal termen van d¢ recks
nadert tot nul, als r groot wordt (zonder bewijs).

Dan krijgen we

P @ .22 i L. R ) '
2& fg‘t,pt',t - J——-.—-'i—fg‘f?!e IS St S G NEVE I
r o z 2r o J j ' b
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Nu is .
t4 g m 7 ?, f nel (2 a 2
. r - Lt o ] o‘ n-2
Qu«=f’ Tt = ot o € Et J e e
o - o
- — ) o . :/‘ ] L {”
- 23’;‘: L'L-/a)' )"’JZ;?: 4”(/?‘ \/, ‘QJLH"-&
L

Dus
. / ; e ’ -
an - (")’}— 5’;} £ (Q ir~2 :.‘:‘./)7“1/)1)/'77 —3’4)5 (,Q)-n__g;: oo ::'7/’)')-‘;'2)/)% %}}é

I
P
waarbi] CQoeen zekere constante is,

Substitutie levert dus juist de gsymptotische uitdrukking, die we
ook uit de diff&rentiaalvergelijking gevonden hebben voor /=0

@2 527 - Nl L.
Vbr L e
De uitdrukking in een machtreeks kunnen we ook vinden, hoewel dit nict

z0 eenvoudlg is. Immers dooz'.ﬁcrz in een machtreeks te ontwikkelen,
ontstaan divergente integralen.

Oi;‘;"‘zdz {{‘30 (P ek o e i
f"‘“‘l‘:?:;“::_: é .a(,é)z{/eé"’“‘
Vizio /
,3 o
Wij merken eerst op, dat het reele en imaginaire stuk elk afzonderlijk
aan de vergelijking moeten voldoen en berekenen nu het gedrag van deze

functies voor kleine waarden van r.

Stel rZ = t dan is de integraal (= 94? LC; /= lJ re )
eimaéf
ezt

Daar steeds % >J”wordt de convergente reeks

. S
VR AR N IS EEE & R

verkregen en de integraal wordt

S . .
I‘ ¢ ot {7 R ¢,.}
r
r" .
Ons interesseren alleen de termen van de lagere orde, daar de oplossir
door het gedrag in de oorsprong vast ligt, d.w.z. wij beschouwen allecr
de integraal voor kleine r

00 o O
Jé’ mfm}w«ntaéf+5‘(£wtmf

R
De tweede 1ntegraa1 is direct te bepalen, immers

M-coa _ j&in/.t'oé‘z-‘:' _ T
~—‘:0 P & 2
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en voor de cerste geldt
X0 v
i p Y g ' s
v{ {,_/‘ﬁ__é 2/ oy A 7f: /;77f T e D0 D fiow j ./Cf:qz“‘ st LAY .

_F »
We zien dus, dat veoor r-0 hcet imasginaire
dert en het reele deel logarithmisch one

om streng te tewijzen, dat

/xe!.f\’}" . \ s
. -~ NS P

-—-—-=——:—:_~ ,/" - :;T_, . ) j {I'}""’k o(r/][.

( Vartey x i,/O /o

deel tot ven constante na-

:indig wordt, Het 1s nu amogelijk

De hier genoemde combinatie staat bekend als de cylinderfunctic van
Hankel van de eerste soort

X )+ Vbl = ‘2'?;4.:.%0{,
HO(F): ]o[t’\) 4—1}/0(,&_‘.~ = J "

i
N\

terwijl

S - ZP
. 2 , )
HOm = T = iy =2 (| =z
{J‘ /

I Vzer

de functie van Hankel van de tweede socort wordt genoemd



MATHLIIATISCH CINTRUILI : Plz. 16
2¢ Boerhaavestraat 49,
Amsterdan- Q.

.—.»-.‘.--—.. e e e

6. De vergelijking van Degsel voor imaginair argument.

De vergelijking, die in het vroeger seformuleerde probleem optrad,
as nict 5“ vergelijking van Dessel zeld, masr zi] ontgtaat uit verg.
(3.1) voor ¥ = 0

Al b S
Gt  up =0

door te substitueren
P=(p
De verkregen verg clijking
z{ZV’ RArAZN o
7t T
‘heelt dus ecn oplossing

i
i = 7(% %’ <’~—// | } Z (¢s. ) (;;;;; :
To =0 (l""" L —
De functie ;( wordt meegtal ;et_jzg, aangeduid. Uit de
wikkeling b 13ht dat l[{} recel is. Voor de trecde oplogssi

vergelijking Jcssel hquden i te’ Zon
I B f“
_ L 2;;/ Lt (5
/{ = 7(7/‘/}’) (:, 7~ z [J*F Il -)!*(\ ;}
dic voorr=tif overgaat in

- "{" ) ’ RN g
285 N e 4 \‘7 / X M ’,;{ f [ ',/' I / 4 &‘3 {
\/}a(tg>=~,f; )&t +dntf -5 = T // +2 PG TR

Daar }
Gy i = Ba® o L
o ¢ = e =7
krijsen we dug, dat y’ad, complex is en dat hot inadinasire decl de
wasrde LZJK) hecft.
Hieruit volgt, dat cen recle oplosging ve

yGer=i Jfig)= - f Juopec el

licestal kiczen wij dc f nctie
Kipp = ¢ [ el

a.s reelc standeardoplossing voor de vergelijhing van Sessel moet

ng van de

Lrceown ordt door toe nomcn

imeginair argument.
Zij hecfit dus de reeksontwikkeling

{/(o( 7/ﬁ//é7 Xé‘f‘ Z ;/(/‘7'“*'} T J/:},

,-"
=

“ocr grove p wordt het asymptotisch gedrag gevonden uwit de vrosg

ongeschroven asynptotische ontwilikeling. 4ij volode uit lc inteoreat
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; HY
veoorstelling van | )

i .:*j k(‘xr ?
Uﬁ}‘ &:T&? <
Gus N
] | ﬁﬁ:'..:. Z = ,«N‘f = f/ |
Kt{{’) = j! \Vx = V‘if} L 7‘)"‘/75)/’3

fer—ijl verder
Ldg)= %74»5’(5/&*)%.
C

“ij hebben nu cen oplossing van de v
zodat ij het stromingsproblcem van § 2 kunna

C:gLLlJLan revonubn, &ie voo

f~a0 naar nul toegaat,
bechandclen.
De oplossing voor ¥ is

Y = A Kig)

cn
i v
&ﬂ:%wf‘g Ka(v;{'s’”)
Voor kleine r gedraast deze oviossing zich als
9

¥ = %o — Gl dairy e {

zodat de snclheid wordt

Ay o A
V= 'Ksz R

-

en de bronsterkte P wordt gelijl can

L7 f7
lim fﬂ?d&ﬁzﬁﬁks .

P—=0 I
Hieruit volgt i

A = P
— 47K
zodat de oplosgsing van hut problcen wordt

7“}”‘* .21(1// (V& ).
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Mathematische theorie van stiroming door poreuze media.

Tweedimensionale verschijnselen.

A. Horizontale stroming tussen parallelle ondoorlaatbare wanden.

1. Algemene eigenschappen der stroming.

De radiaal symmetrische stroming is in het voorgaande reeds behan-
deld. Voeren wij rechthoekige coordinaten in, dan is, omdat de stroming
in een horizontaal vlak plaats vindt, de potentiaal §1 gegeven door

Q,P:EE'

en de snelheldscomponenten W en v worden bepaald door de wet van Darcy.

Uit de continuiteitsvergelijking
au L Y
x T3y =9

volgt dan, dat

aﬁ? 37\ = O
Ty

zodat () voldoet aan de vergelijking van Laplace en de gehele theorie
van de tweedimensionale potentiamalsvergelijking direct toegepast kan
worden.

Naast de potentiasal bestaat op grond van de continuiteitsvergelijking
een stroomfunctie y/, zodanig, dat

usjg,‘yf‘ \/E:*—g—g:

Indien wij eenstroomlijn definieren als een lijn, waarbij in ieder punt
de snelheidsvector raaklijn is, dan geldt langs zo'n .ijn, dat

ﬂ{ﬂ// -—-Z&‘.')('é— /
evenredig is met
Ci s 4
A U+ — ¥=0
zodat langs een stroomlljn (/’:- constant is.

Verder staat in ieder punt de snelheidsvector loodrecht op de aequi-

potentiaallijn§2w= constant, want langs zo'n lijn is het lijnelement
bepaald door
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AL = o= ?;Qotx +39'aly ~ ndxE Yy,

dus

’-—._-.

oly
))J
Integreren wij vanaf een stroomllgnsV 0 tot een stroom113n§ﬂ' 9%

langs een aequipotentiaallijn, dan is de hoeveelheid doorgestroomde
vlioeistof gegeven door

\,V*:.fxﬁ'df’./w“@”
o

- f{W’/Nd A'S.Cosk + W S W§'~SM.:\:?.-;

[(b{oé/"?”oéx):: ﬂ%‘?"df‘f%"’x}‘
= % - Va ‘

zodat de functie V’de hoeveelheid vlceistof, die tusseneen vaste stroom-

1ijn, waar&V:: 0 is en een variabele stroomlijn stroomt, meet.
Wij voeren verder een nieuwe potentiaal in

P =K

]

dan is
U= ;afz 2¥
ay
_ - 0¥
V“%‘f = -5

Nu zijn de vergelijkingen tussen‘¢>enlf’juist de vergelijkingen van
Cauchy. Riemann voor het rec¢le en imaginaire deel van een complexe
functie _@ van de variasbele Z= X+t

* Pz = AW+ ¥iKy)

dus
0T _ Al 22 _aP ¢, oy
5?‘75%”;2:—;“5?“5?
en

oF _af oz a3, ¥
9/ T oz I/ Az A4

Geliakstelllng levert dan direct, als de tweede vergelijking met - ¢

wordt vermenigvuldigd

oy _2¥

ox 2/
-2y 27

37’ I X



(63

Blz.20

Verderﬁ;ngt direct, dat

= U -t

A X U 7}

zodat dat de afgeleide van de complexe functie de toegevoezd complexe

van de snelheid voorstelt (de gespiegelde vector t.o.v. de X- as).

2. Bijzondere stromingsvelden.

Met deze kennis kunnen wij nog enkele bijzondere gevallen beschouwce.

in het bijzonder singuliere velden. ‘¥
, (’L‘m
a) Bron in de oorsprong met sterkte & . Voer in poolcodrdinaten Z=ré

)= == iz dyresd]

L “7::{7*‘
%//”ﬁ/:-ﬁ- 7'"

Hieruit blijkt ook direct de definitie

dus

van Y als doorgestroomde hoeveelheid
vlioeistof.

De snelheid wordt nu gegeven door

H-i V= _‘j@ LQ A §g~. Tl
Lﬂ'

i 17r

é\"‘x
AN

dus a P
u*i:]):r m@
De snelheid is dus overal radiaal gericht en omgekeerd evenredig met de

afstand tot de bron.

b) Wervel in de oorsprong ter sterkte [ .
De complexe potentiaal is

Q/z/zﬁréx

Een wervel is dus een "imaginaire bron".
Nu is

De snelheid is hier ,/ﬁ
. L el
u-ir :ff,l— == ¢

dus

. il
Ut V= =777 €
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zodat de snelheid overal loodrecht stast op de
radius. Indien [ z(? s volgt het snelheidsveld van
de wervel uit dat van de bron door in ieder punt
de snelheid van de bronstroming Vo 7 te draaien.
Het is nu eenvoudig in te zien, dat de comolexe

potentlaal van een bron in het punt i@ 1sj§ ir ?(Z” ol en van een
wervel n?fm %)

¢) Dipcol.
Beschouw een bron een een nput van gelijke sterkte, de ecrste in het
punt Z,,:S * de andere in het punt .7, = «-u«é’w .

Dan is de totale complexe potentiaal
L2 e‘“‘f{

Bz)= B[4t l2eie D= LG 5w
e f
-8 ji’:;i 2”[:@&“](/;/} o | )</

Indien wij nu 0 naar nul laten gaan en tegelijkertijd ngo laten aan-~

groeien, dat het product 2i¥5.=ﬂ\constant blijft, dan is de complexe
M éiu

pctentiaal_éﬂgy = - i:%'jg* , het veld van een dipool ter sterkte M,
o )

De 1lijn.Z =P¢ , wa~rop de bron en de put liggen, wordt de as van de

dipool genocemd.

Neem in het bijzonder A =71 , dan is

Plr)= =L L= - M Xly

en de snelheid is gegeven door

De lijnen }0 = const. en(f’: const.
hebben de vorm

_umL Y
V(X))/) =37 ,zr;;,z‘ cons?,

9#75322"”'33 X4 ), = ConoY,

d.w.z. zZij vormen twee orthogonale cirkelbundels, die aar de X-as resn.
de y-as raken.
Het dipoolveld met de!y~as als as kan ook ontstain uit het veld van

twee evengrote, maar tegengestelde wervels, die elkasr langs de X3
- naderen.
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3. Conforme transformatie van stromingsvelden.

Beschouw in een Z =X +i)’ vliak een strpming met complexe potentiazl
%(Z)ﬂfa(x,y)-!-iy/(x,y) en snelheid { —¢¥= gj . Indien ng c¢on conforme
transformatie wordt uitgsvoerd L zf ), wgarbij Zf:,x:i-'f?f 2en punt i
een ander vlak voorst:lt, zal in overeenkomstige nunten'gf ' :-g?fﬂz)f
dezelfde waarden aanncm:n, d.w.Z. de stroomlijnen en=eouivoientiaallijnen
in het ene vlak ga=n rver in de stroomlijnen en amequiprotentinallijnen in
het andere vlak.

De snelheid is in het Z.vlak gegeven door

7
. Z) i l ' g/
u_, (V= i’.{,.ﬁ_lgﬁ} :f{-’@fa) :({,{—t?"y@/
o 'Z az
zodat de snelheidsvector bij de transformatie gedraaid wordit over een
hoek arg i(’Z) en haar lengte vermenigvuldigd wordt met /f i(‘Ei .
Berste voorbeeld. '%} |

Bron tussen parallele wanden
p ’ ' F/i!fl,u1111.31:11//111111

b 0

5
743 %‘s'

Het veld wordt gevonden
door de bron in X =29
te spiegelen t.o.v. de

wanden en deze spiege- h
\\\‘\\\"\\\E‘i \\\\\\.}‘
F L

lingen te herhalen.
Zo ontstaat een perio-

diek snelheidsveld, waarbij de siroming tusseny = -h en}t: +h
periodiek herhaald wordt.
Door de afbeelding

17 < Ggnh TE
14
wordt de strook in het g vlak afgebeeld op het 7Z viak.
Immers de }-ijn Z=2xih +X gaat over in

7 < Tk Elxz ih) « B ZE ok Ei sk ook TF oo KTt L corf i

Het verband is het béste te zien uit de volgende tabel.
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Z=xpiy 2R
E
0 0,0 | 0,0 N c
A C+ih O+i
B O=-ih 0~i
C +00 +ih Q4400
D | +w~ih 0-imc
E | -2 +ih O+isc
F | -%0-ih O-iso A
)
2
Z =X+
F''D

De voorwazrde, dat in het Z vlak de stroming moet vallen langs de wanden
gaat over in de voorwaarde, iat in het’/Z vlak de stroming langs de ver-
ticaal gericht moet zijn. Het veld van een bron in het Z vlak in de
ocorsprong voldcet juist aan deze eis, d.w.z. in het vlak wordt de
stroming opgeleverd door een bron in 0.

P-8bz. L2 512

zodat de stroming in het 2 vlak verkregen kan worden.

Het is duidelijk, dat de functie 1n sin%’*’ singulariteiten heeft in
de punten 7= L»h  en dus inderdaad een reeks bronnen voorstelt.

De snelheid in het Zvlak wordt gegeven door

ot@ Qr. 8 _ Q. g
W-1ys —= LT-Z%: ﬁv‘ﬂl 4‘ a‘?‘zﬁ

A 2

Aan de Tezer wordt overgelaten de stroomlijnen en aequipotentiaallijnen
te tekenen.

Tweede voorbeeld.

Gevraagd wordt de stroming te bepslen, waarvoor langs een lijnsegmen
- /«(X(%f ‘de potentiaal een constante waarde aanneemt en waarvoor de
snelbeid in het oneindige naar nul gaat.
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Door een conforme transformatie \
L= L
£ Z
wordt het 1lijnsegrent - f()(.(-a—/ afgebeeld op de eenheidscirkel in
het Z vlak. Immers, als %= ¢&° Y
is 7

= jf{%/é?[fidr£%7=ﬁ<éa$¢319

Nu wordt de stroming in het / N\ ~
Z, vlak, waarbij de cirkel een
stroomlijn is en die in het

oneindige nul is, zoals we
vroeger gezien hebben, opgeleverd

door in de oorsprong een wervel te plaatsen.

@r/z/z =

Verder kunnen wij 77 oplossen
z <zz2§,,, o

Z= 32\[EF-7, -
zodat
ST 2T/

Wij kiezen het + teken omdat we wensen, dat het oneindig verre punt in
het 2 vliak correspondeert met het oneindig verre punt in het 27 vlak.

De wortelvorm suggereert ons om ecn nieuwe variabele in te voeren,
n.l. te stellen

Fzcolh g g =S+y¢

1mmers dan wordt

‘@’:Iﬁ;’ j} {w/;,x—mfg}zgﬁ «Z§+i7:§/§u‘w
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De lijnen van constante potentianl worden dan gegeven door é7= const,
en de stroomlijnen doar?::const.
Daar
ém,;([gjf-i)z):. C,m/gcm’yrc?wjg}p@}z
is
X = Lol & cory
Y=l skl siny
De lijnen frz const. hebben tot vergelijking

X L,/ 2
(Zoh) &r;:z;) =7
en stellen dus een stelsel confocale ellipsen voor, de lijnen %= const.
hebben tot vergelijking

/ 4 ;?)]‘——éﬁ-}) =

en stellen het toegevoegde stelsel hyperbelen voor.

Derde voorbecld.

Gegeven hetzelfde lijnsegment met bronbelsgging als in het vorige
voorbeeld. Bovendien is een put in het nunt X,, /, aanwezig.

» X o:/d

3 &
at

Bij de conforme transformatie %?=-ﬁ(i§ig§) gaat hét buitengebied wvean

het lijnsegment over in het buitengehied
van een cirkel en het punt o= Xof (Yo
gaat over in het puntfzgi)f;ft>6
Om het stroming8veld in het Z viak
te bepalen, waarbij de cirkel stroom-
1ijn is, gaan wij het punt‘ZLspiegelen
t.0.v. de cirkel.
Om dit spiegelingsbegrip met het aanschouwelijke begrip te laten
overeenstemmen, beelden wij eerst even de cirkel ﬁZiﬂf af op de
U-as van een vlak w=U+1¥ (dit is geen snelheidsvlek!) door de
transformatie

Wtz‘t‘.’_z_:.—if% Z:E’FW
2~/ W<



Y4

Immers, dan is als Z =€
Wew (L o ¢ (Bl oy
-l *+ € #—Cmﬁ—{'%l)’

zodat het beeld van W i: re2le as doorloont.
Het snicgelbeeld van Wo=tUos (Y,
is dan het toegevoogd complexe
U;‘B = U - LY
zodat het spiegelbeeld van

Z, = Ltwh
'] VQ-C'
is ,
AR i "
o _ Wﬂ“ﬁ}d . - Fpe‘ ‘:"/
Als :50 roet , dan is ¥y, = ¢ —
‘C‘))o PO'( -
en i r Dol 4
Wc = ¢ m
/pe -
- .
7 ifre ——zj-«/&e 2 ZAL
. - ¢
il € w) ~clre” -d ~2cly€

Blz. 26

B bt LA
“ﬂ%ﬂ-' (U‘:’Z}Sf

zodat IZ:het punt is, dat uit Z,door inversie ontstaat. Een brorstroming
in het W vlak, metbron in Wo waarbij de lijn V=0 eguipotentiaallijn
is, wordt weergegecven door een bron in Wo en een even grote put in Wo

zodat wij in het ZZ vlak eveneens een put in izjmoeten.aanbnmgen. De

potentiaal is dus

P=214(z-2)- 4z

waaruit de stroomlijnen en ecuipotentiaallijnen gevonden kunnen worden.
Door naar het 2Zvlak terug te gaan vinden wij dan het stromingsbecld in

dat vlak.
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4, Grondwaterstroming onder een stuwlichaam.

Wij beschouwen verschillende gevallen van grondwaterstroming onder
een stuwlichaan van oneindige breedte. Daar in iedere doorsnede het
snelheidsveld hetzelfde is, kunnen wij ons beperken tot tweedimensionale
stroming.

a) Dam op een oneindig dikke poreuze onderlaag.

Voor en achter de dawm heerst

constante potentiaal, langs de

onderkant is de snelheid tangen-

tiaal, d.w.z. daar is de stroom- P= 5omA

snelheid constant. 7 .
Dit is juist het tweede voor-

beeld met verwisseling van poten- -

tiaal en stroomfunctie. v
De complexe potentiaal wordt dus opgeleverd door

iy = L9 i)
D=iriv =T b {2+

" De stroomlijnen zijn confocale ellipsen en de equipotentiaallijnen zijn
confocale hyperbolen,
Onder de dam varieert f van 7 tot —7

f%i?u = %’\%/&{%%{V,-@l‘}»: .‘i% ﬂn/gjgﬂ,by;n%)c

"5“?}'—?"% als%-’—"cf??;ﬁ.
P Llhew (¥

Noemen wij het drukverschil tussen voor en achterkant.Af?, dan is
Atl’: ﬁﬂ
dus (Q:_,,z,ﬁlg
T d €

Voor de totale kracht op de dam vinden wij

K= {‘f(p,{»g—;% "Se}n&(:z ,ég-Af:-faf/b, =(}?;+H‘/.
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en voor hetﬁmoment om het midden .
&

MLl Sl F) x££ p).

b) Dam met verticale scheidingswand.

/|

| e X
p & * 7 v - —~
Z :X + ¢ '>/”
. -
Het vorige vraagstuk kwam in wezen neer op het volgende:
Gegeven langs de x-as, dat voor -1<{x <+1 ‘;"’-——.const. en in x < -1 en
x >+1 = const.
Tij zochten een afbeelding van het x,y-vlak op het V¥ tf—vlak, waar-

bij de x-as overgaat in de gebroken lijn PAE® , In het nieuwe geval
geldt weer, dat langs de

e =9 -4 L =4 - x-as voor x < -1 y: ¥, en
P A ¥=o E zzaxely X voor x > +1 y’: #, . Ver-
der is de gebroken lijn
ABCDE stroomlijn, zodat daar-
VE p=pa Q langs 'Vconstant is,
‘ Ons probleem zal dus tot hed
Yo s> N vorige teruggebracht zijn,
A p als het gelukt voor het Z=

)= X+i¥-vlak, het physische vlak eerst af te beelden op een "hulpvlak®
z=x+iy, waarbij de gebroken lijn ABCDE overgaat in het lijnsesment AE.
Dege opgave voert ons direct tot de tranformatie van Schwartz-Christof-
fel, die wij afzonderlijk behandelen. -
Een veelhoek met hoelkpunten in de punten zk=xk+iyk met inwendige
hoexen LR kan conform afgebeeld worden op de bovenheflt van een
;: ‘E; +i% -vlak door de tranforuatie

Z=C g ot —~ +
i [g_g’y Ly (2;‘;5)"“"/”' . (t_é—")f /7 2
waarbij §1,...,§n de beeldpunten in het §-vlak zijn van de hoekpunten

Z.],...,Zn in het Z"Vlak.

b

"R
5,
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Om deze stelling tc bewijzen, merken wij op, dat een‘hoekc{1 van de

contour omgezet .acet worden in cen hoek /7 in het -vlak,

Beschouw eerst een willekeurig punt in het .Z -vlal en laat ; het toe-
gevoegde punt zijn, Dan is
n=( )
en 3&5 _ 2(
dé’ "f ))
Een lijnelementje dz in het z-vlak gaat over in ceen lijr:lermentje
d§;=f‘(€)dz in het $ -vliak, d.w.z. de richting wordt gedraail over een
hock arg £'({).
0[51 o, M, Indien dus £'({) regulier is in
. .

\ Z»,of)f, Qf_;w,?pﬂ;/g/ hé“{_: punt en.;é Of worden alle
lijnelementjes in het punt z over
dezelfde hoek gedraaid en dus 1is
de hoeck tussen twee lijnelemen-

tjes dz1 en dzz gelijk aan de hoeck tussen de beelden van deze elemen~
tjes d§5 en d§2. Hieraan ontleent de conforme transforuwatie haar naam,
want deze betekent dat bij de transformatie hoeken onveranderd blijven.
Hieruit volgt verder, dat in de hoekpuhten van de veelhoek £'(z) niet
regulier en #06kan zijn.

Stel daarom in het punt Z4, dat in de omgeving

é"}/;/ =—'/§~;,)>" (Co+adS&-S)+ )

dan moeten wij 2,zo benalen, dat een hoek X ,6 overgevoerd wordt in een
. hoek 1T ,
Voer even poolcodrdinaten in met oorsnrong in het nunt z, en as
langs een zijde van de veelhoek

‘Z‘-‘f‘ = "\ e‘{

dan is de vergelijking voor de andere zijde
>ﬂ::zx, , Qus -0, = €
Verder schrijven wij
g - C‘ = f @
dan moet ?‘9-‘2" overgaan in Y= 0
en ‘f—*v‘\’. overgaan in =7
Nu is bij benadering .
P

Ax~z-z 5 fl)os = F13(5-5125-2) "=

dus

X,

Vo

Y
rretta,
‘ ¢
re g e, e P2,

A

en
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dus
X, = ?T()i, #7)
=

l N
Wij zien dus, dat £'( <) in ieder geval de vorm moet hebben

5 ~ X mt Xy ¢ Xs _y
fl)= Als-5)7 (s )77 (487
Verder is het duidelijk, dat nu ook inderdaad het beeld van de veelhoek
in het z-vlak de x-as in het ¢ —vlak is. Immers doorloopt g'de reéle
as, dan is
arg (; - §k) =7 of 0 al naarm:te glinks of rechts van het punt §k
ligt

{ i
+ L2

en dus is tussen twee hockpunten arg %% = const. d.w.z. het beeld door-

loopt een recht lijnsegnment.

Met behulp van deze stelling lossen wij nu het probleem op om de
contour PABCDEQ op de reéle as af te beelden.
De hoeken zijn bij B 7/2

bij C 277
vi; D A/2
Laat nu =7 toegevoegd zijn aan D z=+b
$=0 8 ‘ ¢ z=+b-id
é = - i H 1" B Z=b
g = -0 W @ np

dan wordt de afbeeldingsfunctie

= ’Aéi = fg > + B =
< = // ' f(;-mkf§+0h |

J

- A [AE=re = AVEE 4B
$ 2=t

De constanten A en B worden bepaald uit de voorwaarden
b=3B

b-id = B + Ai

A= -4

zodat wij krijgen

Z = -V + £
SV ;

De beeldpunten in het & -vlak van de uiteinden van de dam zijn:
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A (/, (/+¢7
E 41 VT

Het probleem is nu teruggebracht tot het vroegere probleem, want door
in het § -vlak als nieuwe codrdinaten in te voeren

;,: ; - éﬁ_é" en te stellen & . é:" 5,

zien wij, dat we een functie moeten bepalen, zodanig dat voor ~j<;<+f

Vwo,voor§'</f§ﬂen§')/ ;ﬂf is.
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Stroming met zravitatieinvloed.
In een verticaal veld is de potentiacl gegeven door

= .—i-/:;- I
ﬁb“'/,; (})&‘6&%)
=22rbij k = permeabiliteit
M= viscositeit
% = dichtheid
Y = hoogte van het punt

De continuiteits vergelijking leert ons weer, dat ¢>voldoet aon de
verZelijking van Laplace

AP

Voor het Zeval, dat het stromingsveld begrensd is door vaste won=
den is er gZeen verschil met de stroming in een horizontaal vlalr en dg
behandeling geschiedt volkomen ancloog mct veorgaande govallon. Anders wordi

dit,als een "vrij oppervlak" optreedt. Zo'n vrij oppervliak is een vloeistof
. opoervliak in evenwicht met de atmosfeer. Daar de vlioeistof langs het
opperviak stroomt, is het ook een stroomlijn. 7iJ kunnen dus zeggen:
een vrij oppervlak is een stroomlijn, waarlangs de druk uniform is.
De placts van het oppervliak ligt echter niet vast, zodat de mathemati-
gche moeilijlheden ontzaglijk toenemen want de vorm van het oppervlak
moet samen met de onbekendc potentiaal bepaald wordens

In het driedimensionale geval is it zo mocilijk, dat in de litera-
tuur geen betrouwbare methode bckend is. Tweedimensionaal kan het echter
wel met behulp van de mothode van de hodogracf, dic voor het cerst is

inzevourd deor Homels {24105, 14, 1934).

- Wij bespreken hier als voorbecld stroming door cen dijk met vcrtl—

cale wanden, wacurbl] aan weerskanten water staat

A

(W )

I

Hierbij treedt, behalve het vrije oppervliak, nog een complicatie op,
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n,1l. het kweloppervlak —aarbij de vloeistol ecn gebied binnentomt, waar
dc drul constant is langs ccn vastc kromme, ™ij mocten dus beginnen
met de randvoor—anrden veoor verschillende gevallen op e gchrijven.
a) ondoorl«.tbare —andcn.
Deze zijn noodzalillijk stroomlijnen, zodat hier geldt in icdor punt

20 . S o
Y=z - = %X =z i
o5 = 7777
als 5 de codrdinaat langs de wand is, @ dc snelhoidsPGCGnﬁiaal ¢n X de
hellingshock
b) Equipotcntiaalvlak.
Hicr is, bij definitic ¢?= const. en de snclheidscomponcnten zijn

-~ —g—g 3’£M d ’)"l S p—

U
?,—@ f‘Jd
”)} = T 2w e

i

¢) vrijc oppervliakken.
BDeze zijn gekarchteriscera door p = const. dus

— l/("
@.._Kjxc K‘:/{“:‘S
Indicn Egzaéma

zeldt _ R/ st ¥ =3

a.S' a,
Verdcr is het oppervlak stroomlijn, dus is 58 de totale snelheid
op het opperviak

DUS  _Ronx.dd 2‘_}’)‘9‘_
K Sk §§+_(35 =0

of wel —
’ yiiuts KV =o0

d) kreloppervliakken
Qok hier is de druk constant, dus

$-ry=c
of wel

— K ek +%?*=0
Verder isg dit oppervliak geen stroomlijn, dus is
,.§3=~Ltam« + ¥ Sen X

>
Zodat wij als vergelijking krijzen
(4R ) S A 4 U = O,
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In al dezc gzevallen i3 de versclijiidng terugocbracht tot cun betrekke-~
1ijk couvoudige vergelijhin, tressen w en v, in hev byzonder als de hoek
X constant is, als dus in het x,r via. deo vaste grenzen rechte lijnen
zijn. Hot 1i_t dug voor do heme om cun viak t. beschouwsn met v cn v
als codrdinaten, h.t vlalk ven dc houwopreafe In dit vlick krijeen wij als
becld van de genocmdce lijnen, als of ccn congtante waarde heuoft
a) ondoorlaatbare wand.

Rl Loty & s, dus ccn rechic 1lijn doeor dc oorspyrong
<

b)equipotentiaalvlak
e y 00k coen rechtc 1lijn door &C oorsprons.

L ¢
c)vrij oppcrvlak
—_ L L_ L 2
/y,«.{_v:)*f'k:;,r‘,

dus ccn cirkcl door 4o oorgsprong.
d)kwcloppervlialk

reehte lijny,nict door dc oorsprong.
Deze nothioGe lon dan in het vlak van de hodograafl cen becld leveren,
van e¢cn stroming mct ecen vrij oprervlak, dat verdoer met conformc treng-
formatie blhardeld kan woricn
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In het genoemde geval van een dijk met verticale wanden op een ondoor-
laatbare lasg is langs ABG potentimal constant en geeft dus in het hodo-

graafvlak een horizontsal lijn- B |

segment van de u-as, de lijn BC —_— — S

moet in het punt B aancluiten _,_”T:‘”:; ‘%e

aan dit segment. BC is cen vrij —\ ' A

oppervliak en wordt Jduas in het - , f:” 'fjakxi;

vliek van de hodograzal vourge- SRR RISAPGRET R KA AN

steld door een stuk ven ecen cir- ¥ physisch vigk | oy
gi=v A U Ew

kel door de oorsprong T~ * t >

(V+{k)2+u2=$£2, d.v.z. tf/*

in B moet de snelheid nul zijn, ‘)

B is een stuwpunt. Verder is het : i 2

segment CE een kweloppervlak, dat ¢ hodograafvlek -

in het vlak van de hodegraaf wordt voorgesteld door een rechte lijn, die
niet door de corsprong gsat loodrecht op het coppervlak, hier dus een
lijn evenwijdig aan de U-as, met vergelijking

v+£ = O.
Hieruit volgt, dat deze lijn de cirkel van het vrije oppervlak in het
punt v= -k raakt; dat punt correspondeert dus met C.
Het segment AD is een stroomlijn, hier is dus de snelheid weer langs
de U-as gericht, d.w.z. in het punt A', ergens op de U-as sluiten het
beeld van BA en AD aan elksar. Evenzeo is DE een equipotentisalvlak en
dit beeld sluit in het nog onbekende punt D' op de U-as aan dat in AD,
Nu ligt C'E' langs de¢ lijn v= -k en D'E' langs v= O; hun snijpunt kan
alleen zijn het punt UL =ca Op deze wijze is in het hodograafvlak cen ge-
sloten beeld gekregen, dat (op de ligging van de punten A' en D' na)
geheel vestligt, in tegenstelling tot het physische vlek, waar de worm
van de grens BC onbekend is.
Nu zeceken.wi] in het hodograafvlak een functie, waarvoor wij op deze
contour randwaarden kunnen voorschrijven. Beschouw daartoe de complexe
potentiaal ka(z) = 9(x,y)+i5V°(x,y) dan is langs

AB= (f =const.

BC Y =const., ¥3=C1+Ey.

CE Y’=C+Ey.

ED ?9=const.

AD ¥ =const.
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Wij zien dat Jde functies ?Qen y?of constant zijn of uitgedrukt worden
in de cobrdinaten x en y. Om nu een functie te vinden, die bekend is. .
langs de omtrek van de figuur in het (u.v)vlek, schrijven we eerst

) w2 _ -
L(.“L%:ﬁéji& Ue LW = 1wy

iz 4

en differentieren nosmET e,

Dan is langs AL u= z% s v=0
oAlw _ et s
Ml“ 0()(..1.,0(‘7 ¢ —E:,;,;

dus zuiver imaginair.

langs BC -

U 7‘—7/ %f’y* =9
en dus ]
pu = ~ R e

7
Yerder is hier, omdat het vrije oppervlak siroomlijn 1s
4.
g =5
zodat
A ~—(v*+—%é/-—c w Qi)f
—;C_/Z?‘ i (7 N
langs CE v= -L , x=const.
0{2&} - gi(;{_ -p...(' ———.’.
féil b/"‘) - 0(}
langs ED is y’~con t., dus evenals langs lijn 4B
At gl
a:‘zl - 0{/;

terwijl tenslotte langs DA
quconst, v=0, y=0
dus oCzL” A
dz? #x
Wij zien dus, dat arg(QE%L) langs de gehele omtrek gegeven is en dat
dz ,
voert ons ertoe om te stellen
' Mg (222
6‘4"67::: /(dzz
Dan zijn de randvecorwsarden voor T
o~ .

zua—w—

2
Langs BC voeren wij eerst de hoek /Qin, zodat op de cirkel
bw;%gwﬁzjybﬁﬁwﬂ%
Y= -4 \’4—-".&643‘/3: # ﬁ&«zyzg
en dus ) (
....'ém,g__lﬁ%/g --~-¢€/3

T = > = a/? : =
Q/bg ) : ) = . =ip .
%g Str 3~ ¢ ¢§~*té?” | te -0

AB
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X2

2
= a/? ¢ =5 A
__.L 2’(‘ %ﬁ

larnd

langs CE is C lf

langs ED eveneens .

en tenslotte langs DA § = ¢

Wij gaan nu de figuur in het vlak van de hodogreaaf afbeelden op de bo-
venhelft van een A vliak, dan zijn in dit vliak de waarden van het ime-
ginaire stuk ven de functie (S +¢T) op de reé¢le as geneven.

Trensformeer eexrst net hodograafvlaek op een staniaardverm door cen

draaiing, zodat C'D' in de oorsprong C
komt en B' in hot puos g=1i. E »~m—w:jwwgv

éﬁ ig"fbéﬁlfﬂ-% 7 — TP
terwijl de lijnen E'E' ¢n C'E' over- é;;/* N\\{; A
gaan in verticale lijuen, ’ C / */EM\IB
Nu is de functie, die do op deze 17 e
wijze gevormde figuur afbeeldt op de /

bovenkant ven het » vlak bekend als
de elliptische modulaire functie en als zodanig getzbelleerd. Hierbij

is ‘
Avy =0 Al

1

7, ;)(EGQ)‘= -0 :2(/74_[OQ) = f O ~

en wij krijgen dus in het A vlak voor de functie T op de recle as voor-
geschreven waarden

T o 1

t $ + } >
—T htt g % g T=0 p -7 E
Hierbij is het verband tussen ;?en/ﬂ gegeven door

2= alili+e Y.

Wij moeten dus nu in het platte vlak het probleem oplossen een funciie
te bepalen, wazrvan op de reele as het reele deel gegeven is. Noem het
vliak Z=X+1iY en de functie

W=U+iV, dan is voor y=0

U{x)= f(x).

Indien we de functie W in het punt :

ZO=Xé+iYO(ij> 0) zoeken, passen . \\
wij de stelling van Cauchy op het

gebied begrensd door een halve cir-

kel en de X-as toe.

VV(zq) £ WAL ./ R WK ot J’ e
,Zﬁc Tx -z, Zo 27l X: nge)( .LTL

ﬁ.‘/(j’”
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Indien mu W(z) voor grotc R in het bovengedeclte voldounde £ncl near
nul tocgeat, is dc integranl cover de halve eirkel in de limiet (achter~
af verifiercn!)nul.

Pagsen wij de¢ stclling toc op hetzelfde gebied mear met het tocgevoegde
punt Z _X ~1Y dan is d¢ integreal nul, omdat het punt buiten het ge-

blcdllgt | /(/{(XO)*")/X')) x
O.:_Lﬂ‘{'__ob()( Xo)"/“’-ya '
Optellen en aftreckken levert A

: o) = — ({te ) x
{/(()(oyo_/-/'l V(X /)“" ,..a{y /i{X)L lgj ~X03wé'x

+ov
fux o)+ ( V(X‘D)}

T o (X-x3)* ""}’oz

Yool X

Door gelijkstellen van recle en imaginaire delen lunnen wij nu U(Xo’Yo)‘
zowel als V(X Y ) in de geguven waarden van U(X,0) uitdrukken

(/(()(";y") = yo j (x“i(o)o{f'aé;) )

.‘E~""L' L(_(X) /i[ A oL
V(X.,y.) 77_[,0 (x‘;;:ﬁx

zodat

W(zo) = a(’(o,ya) -+ ( W(xo)yOJ =

g {&/{(X-Xo)+6/}a€x
ﬁt_.x, (X9 vt

Indien wij nu de cobrdinaten van A en D in het 2\ vlak met a en d aan~
duiden (nog niet bekendl), dan vinden wij nu de functie Zi;“ o+ T

. aale - A=/
Lo +T = 37 f + J @A) 2-4) 2

zodat

7 alg) ot
Al - \[CZETR 5[ T

Daar A=72(q) een bekende functie is van wu'(z)=U-iV, is ook
w"(z) =F[w(z/] en is
g oé(u..a‘vg _ fec—“(’.oé[u.-c'v')
Flu-iv)
Zo is dus z tenslotte bekend als de functie van U-iV en het probleem 1s-
in principe opgelost. Hierbij moet opgemerkt worden, dai de constanten~f
a en b eerst uit de eindformules bepaald kunnen worden, ;
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Mathematische theorie van de stroming door poreuze media.

Stroming van twee homogene vlioeistuaffen met gemeenschappelijk greng=-
vlak door een poreug medium in het zwasasrtekrachtveld.

4. Probleemstelling.

Wij beschouwen de stroming van twee vloeistoffen met dichtheden
3’1 en 52 ( 5;)>ﬁ;) met een op het tijdstip t=0 horizontaal gremsvlsk,
waarbij de tweede vloeistof zich onder
de eerste bevindt.
De potentiaal van een vliceistof met

soortelijke massa ¥ in het gravitatie- 5?
veld wordt gegeven door »
_ s

¢::2'+,,E.... 3

2
vF
als p de druk voorstelt. :

Volgens de wet van Darcy wordt dan de

snelheid gegeven door

. ?: k¥ grad ¢

waarbij k de constante van Darcy vcorstelt,
In het eerste medium is de potentimal dus gegeven door

O o4+ L=

5@3
en de snelheid door

—_ .
V4 =k1 grad gb,} ’
in het tweede medium Worden deze formules

¢2*Zz “o’
“kz grad %52

Op het scheidingsvlek moet de druk continu zijn en de normaalcomponen—
ten van de snelheid moeten gelijk zijn
#1772 P4=P2
- R ] :
V4n™ Von
Hieruit volgt, dat daar

29,
Ky *kz aw .

Voor het gemak voeren wij nieuwe potentialen in

';%?ka%' | ~Y]2=k2¢)2’ e e ‘
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zodat ?—ﬂ -a ((9&

en verder

- b
?ﬁ1 k Z+ 7
Wb

— AR S <X
992_k22+ b
Op het &cheidingsvlsak is dus

«
f'1 fg'-(k k2)2+( ‘Yj ﬁ)pr

en verder is
-y -
qugrad‘f1, v, =grad f%.

Wij kunnen dus in het gehele veld het stromingsbeeld beschreven denken

door één enkele potentiaalfunctie ?9, die ter pleaatse van het schei-
dingsvlek een discontinuiteit vertoont van de grootte

b=l k)z+ (- - ———‘)ﬁz

=
= § kR, =l k) Zq, - kié. E}Z-;— Ky, - Koy, /C/,—Hfa.):
zx»f,;ﬂg‘,h///b,3 - Ihy,) Kify, + KA, Kfy, + Koty

1y <K

74%" ‘/h
+

K‘/D’! + K/, T (f' L‘oz)

In de meeste gevallen 18 de’ tweede term klein t.0.v. de eerste, zodat

wij deze vervaarlozen. (Voorbeeld:

bron op afstand 50 m. van scheidings-

—

viak zoet.zout w§$er. z?
?ﬁe*’(;ﬂz‘: 'ﬁﬁm !
Neem (Y =250 n3/dsg, en - S .‘
k,=k,=30 ‘ .
en neem

dan wordt de tweede term

250 _
0,014_’7.50 = 0,0015

en de eergte voor zZ=1 m.
30.0,02=0,6).

Wij krijgen het volgende probleem ter oplossing. Voor t < 0 is gegeven
een samenstel van twee vloeistoffen (zout en zoet water) met een hori-
zontaal scheidingsvlak, Op het tijdstip t=0 worden pompen in werking g
gsteld; methematisch gesproken, worden aan de potentizal zekere voorge=-
schreven signulariteiten opgelegd. Deze beinvloeden de ligging van

scheidingsvlak, zodat een discontinuiteitsvlak voor de potentiaal ont-
staat, dat evenredig is met de hoogte van het scheidingsviak boven zijn
aanvankelijke ligging.
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2. QOplossingsmethode voor het tweedimensionzle prohleem.

Een discontinuiteitsvlak van de potentiaal komt overeen met een di-
pocolbelegging.
Beschouw n.l. het veld van een enkele dipoocl. De complexe potentiasl
van een enkele pool in het punt z, is—l— log (z-ze) en van een dipool

2
met asrichting v . P
} ! ¢ . L £
e ch éy{i—:fo#' we'v) = 2T -2y
L é (X -xo) Cor= ly-f‘{.)"'ya) S )9;-}- (.‘{(X'Xt»)%’g'é"~}fa) &m?}}’_
g - -
27 Jx=X) +y-y5)%
de potentiaal is dan
G (A em P4 (Ve ey L .’?..5)..,&( r.
7 (X~% )2 (Y <yt T /

&ls ¥ een coOrdinaat langs de asrichting aanduidt en r de afstand van
het punt waar de potentiazl bepaald wordt tot de dipool.

Een kromme lijn, die belegd is met dipolen ter sterkte /\ (8) en asrich-
ting normazl op de kromme, heeft de potentiaal

/ < 2 Y
= T g ANS) o4 =Y "“ | RLEED
= A ( /\(Q) w;“x9(/o~..t9+$0w795’vm9. 2£S = |

‘2-77 " C":a

=k (A & (-9

als V de hoek van de normaal en © de hoek ven de voerstraal met de x-as
sanduidt. Hieruit volgt, dat ds. cos( 7 -© ) de projectie voorstelt
van hetﬁelementje ds op de normaal op de voersiraal en de uitdrukking
ds.cosgb =2) stelt voor de hoek waaronder het boogelementje ds vanuit
P(x,y) gezien wordt. '

Voor een constante belegging van dipolen /\(s)=/\ =const. vinden
wij dus veoor ¢ de unitdrukking

?9__/\ hoeck, waarcnder de kromme gezien wordt inm P,

2T ‘
Beschouw nu een gesloten kromme. Uit een punt binnen de kromme is de
totale hoek, weeronder de kromme wordt
gezien 2 7 en voor een punt daarbui-
ten is deze hoek nul.0p de kromme maa
de potentiaal een sprong ter grootten
Nu geldt ook voor een niet constante -
belegging, dat de potentizal op de
kromme een sprong maeskt, die gelijk is gan de waarde van A in het punt
dat we beschouwen. Men kan n.l. bewijzen, dat de potentiaal die over-—
blijft, indien wij een constante belegging met een sterkte gelijk =an
de sterkte van de sprong in het beschouwde punt aftrekken, continma:
blijft, zodat de sprong juist zo groot is als boven is a=ngegeven.
 Omgekeerd, als wij weten, dat de potentiaal langs het scheidingavlak o
 ecen sprong maskt, kan zij voorgesteld worden als de potentisal ven een




dipoolbelegging en in het beschouwde geval krijgen we als totale potenh‘ﬁ

tisal .
iea 0, - ¢ 4 J/\CS)‘BV [/vg r.ols

waarbij kp4 de op het tijdstip t= 0 1ntredende Jotentiasl 1s(potent1aal
van de bronnen) en

, { f
2, K0 Ky (? - ”J
Nes) = = t 2 s
Kify, + Ao fy,
Hierbij is z(s) de hoogte van het discontimuiteifsvlak boven zijn aan-
 vankelijke stend, Wij kunnen deze formule &

nog iets anders sohrlaven en tevens
gemakkelijker toegankelijk maken ’
voor berekening. ngii .
Sn@ % by s =
[ Al Lroxorcend +ly =) 5120 ,,.f Ny KXadoly = Ly-ye) ot |
{5<~—xo) 4(/ Vo) - T (XX 2y -y

""_(/\(S}oé Lyt - [0 et L]+ ( Lytg 2o of Acs)

X ~Xa
Indien de 1ntegrat1egrenzen zodanig zijn, dat de geintegreerde termen

wegvallen, blijft over

J /ﬁ}ﬁ‘ig ;—3{: of NS,

~

d.w.z, de potentiaal van een wervellasg met een sterkte gelijk aan de
afgeleide van de oorspronkelijke beleggingsfunctie.
Dit stelt voor de poterntiaal van een wervellaag met de sterkbezg? s uit-
gespreid over het discontinuiteitsvlak. Uit de nu verkrcgen potentiaal
kan in ieder punt de snelheid berekend worden.

ll,zg.-[f j/g‘f(){y\/"dél\g)

?Jxo

)(.-.
27o 970 fg«?%x-fi AN
Indien X950 niet op de kromme ligt,

kunnen wij differentieren onder het
integraalteken en krijgen dan . 2
w = 2% ‘(YYO) a Ns) |
2Xo (~ x,) vae 7']

Y = W 5(7( Xe) of NB)
Bl —x o)+ Ly =/o)*

LS

Om de beﬁlglng van de deeltjes van het grensvlak te beschrijven, gebrui-
ken wij de beschouwingswijze van Lagrange en karakteriseren de deel~-
tjes door hun x~co8rdinaat op het tijdstip t=0, =x=7 .
De snelheden en de cobrdinaten van de deeltjes zijn den functies van
2 en t en wij krijgen de integrodifferentiazlvergelijkingen

ERSCI T ‘§° (%) ANKD oy 4,

2t PR &xa%yyg-%r ’ )
D VYolit) . 29 . ‘7‘“ (X =Xo) AN AE)

;4
2t 2Y, . [‘K~°L -y.)* o /( .
wearbij 4 > Xo) -7y e

Ninit)= G'g(/ut} Xo= 2

De beginvoorwaarden zijn +t=0

en de vergelijkingen kunnen door numerle

&

+

> integratie opgelost worden.
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De verkregen vergelijkingen zijn echter uitermate gecomplicecrd, imm'f,
mers voor icdere stap A t moeten uit de bekende voru van hot discontinui~
teitevlak de integralen berekend worden en wel voor ieder punt van het
vlak. Dan is dc snelheid van elk punt bekend en dus ook de normealsnelheld
ZOdat in het tijdsverloop A t de‘verplaatsing van het vlak berskend kan
wordcen. Uit de verplaatsing volgt de nieuwe stand van het vliak en daar-
uit volgen dan de nicuwe gnelheidscomponenten.

Teneimde het rekenwerk te bekorten is naar een cenvoudiger nmethodc
gezocht, dic redelijk mau~keurige resultaten levert,

In het algemeen zal het grensvlak onder een bron de gcedaante hebboen
van een klokvormige kromme net top vlak onder de bron, die asymplotiseh
nadert tot de ongestoorde gtand van

het vlak. Van de beweging van het ?
grensvlak is ook alleen dc beweging ‘ jhﬁm\\\\h-b”ﬁ“
vah het bovenste punt intercssant. - “‘_ . -

Neem nu aan, dat de kromme afhangt
van slechts twee paramcters, de hoog- ,
tc h en omdat te verwachten is, dat dc¢ vrom van de kromme in de omgeving
van dc top het belangrijkst is, d¢ kromming k van het bovenste punt.

Stellen wij nu de potentiaal van de wervel in het punt x, y voor door
K(x,y;xo,yo)-—bg =

dan worden de vergelijkinge oo
we 2000 . W’ Y e s //4 o

V= 730 Mo 9@, -0 ,—/J\ /4

- AT
De vorm van het schuldlngsvlak stellcE)W13 nu voor door
X

waarbij a cen vaste lengbe is.
De kromming in de +top van de kromme is
2
1 d~y h X
K= = F = By e
ax a

Om de verandering van R door cen differentiaclvergelijking weer te TOVCN,
berckenen wij eerst nu de top van een vaste t '

&

en
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Stellen wij rm «o

G e [ M lestss (phigp ) 2 mfww/ R

‘ja
dan volgt dirvo‘h uit

2%, 0¥
() f 3"‘:.’) ’ :}l_j’a a (lL
e ‘: el
FE 7 dy,
(3;&17 '\Lf’ r\y’ " 1 ~
2 3___){ x Q?..’:l 7 LN .
3? ;f)t'f. ?‘f ; PP DY A Xa (‘55@ N
.,,_______:_;__ pFP é"‘z o
D!‘ 3? T OX, Dy N R 4

LIPS g : B S,
nogmanls differeftisren van de treede vergeli]l king lovert, d4a0r wolLnn

de symmetric J _éé ot g () ¢ o
N - X = 3 .
2t O, 0 X0P g, X,

voor X, de vargclijkinﬁé‘.an

; N A L
2R T e, M,
T U F o -2 VAP VI Syl
..31. e E D
Y DY Tve aW
Yordor is voor x =0 »
}'w
)i - - BX } i‘” .? f:i:) c ayf} + ?{0 [):}”
{‘lf V‘j ,‘/ L . ;};«A} J>g?_ 2’i )\L 4" *jf
e L L
# g 2 Q¥ 2!
A vt BN SR I
en 3 & o 1"’}40 Wi
~L
N o OF
| el
aF ¢]a

De diffcerentiaclvergelijkingen van h én x worden mu gevondacn door Ao

- uitdrusking van ¥ te substitucrche
T4 = y‘l}'»

e (2 3y g kA xex )
o [y W90t e ety ey ) 50

3y .
Lt gyt ;
PEA 2( g 1]« =x0) AR ‘!/X""’" /*"’~x}~f /ﬁ’ 3’}!

. ot s

Ty .t L -
e ﬁ””’““@w?’" Mty TR Lyt I
my. ¥ 4/\’ y, V Yt)

zodat dc v{{: :3;; :{/ I{E °n
% - 7,u % o7 *;ll‘; XLC)MQ) (]‘-‘L} d i +
g}?z‘r jﬂdf‘ 1"’ f) * )/‘/‘/ ,
I (: ) = XL Ay
. /Q/M x/ﬁ,,/ﬂL("”‘P(/( pJ) IR ;
Verde(;' rurl%n wiJ 6(1 wgwd fIg'OOiStuI‘L'tO //\ gegeven word’y Jlaoow

Njpt)= T ptd.

zodat {/ ] C;“?

I
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Indicn wij nu voor y als functie van x cen Gauss-kromme substitucren
— x5t
\jf": £ a

dan is
; 4
Az = ._Z - *.:?j/ ——  a = ‘\Z._é,‘
: / /( J ( ‘ G . k ' / L
en s/ - _2f P
‘{' =2, w2t AN - —Xx AL 1”.@}
ai /#4 21 A py & pu

Voeren wij dan als integraticvariabele x in in plaats v.n ji4, Gan worden
de differcntiaclvergeliijitingen

2k 4 (re Qjﬁ

pen X, ¢

In dec ccrste vergelijiking komt nog cen moeilijkheid voor, die opgolovend
wordt door de divergentie van de integraal. Deze is ontstean doordat civ-
der het integraaltcken gedifferenticerd is. Zij vwordt ondcrvangen door -in
cen omgeving van x=0, niet & voor y=h maar voor y=h(i+ ¢) te berekenon

¢n de integraal dus te vervangen door
2 ~Axl 450 N —iAxd Y L
AR P AT

ol ¥
~% {X~95UQJ Rt S S I
deze intcgraal door ocon r cckesontwikkeling te benaderen en dan gt*b 0 te

laten gaan. Mcn kan bewilijzen, dat in dit geval cen cindige limiet bestaat.
De twee differentiaclvergelijkingen kunnen nu door auncricke integra=
rtie opgelost ~orden, vitgaande van de beginvoorwaarden h=0, R=0.
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Mathematische problemen uit de practijk.
Voordracht op 1 Febr.1951.

Twee vraagstukken uit de theorie der ten-
peratuurspanningen.

door
¥.L. Esmeijer.

I. 1. In de praktijk gebeurt het vaak dat in de loop van de tijd gelijk-
.soortige berekeningen regelmatig terugkeren; men denke b.v. aan het
berekenen van de eigenfrequenties van torsietrillingen van motorinstal-
laties of aan het berekenen van de spanningen in turbineschijven.

Wanneer er in het probleem veel willekeurig te kiezen constanten
voorkomen of willekeurig te kiezen functies, dan bestaat de taak van de
theoreticus meestal hie}in, dat hij het probleem zodanig bewerkt, dat
hij komt tot een in details uitgewerkt rekenschema. De gebruiker van
het schema (constructeur b.v.), voor wie de opgave slechts een van de
vele detailvraagstukken is, behoeft gich niet meer te bekommeren om de
finesses van de berekening; hij laat door een van zijn assistenten het
schema doorrekenen en hij becordeelt het resultaat.

Het is duidelijk dat een dergelijke werkverdeling zeer bevorder-
1lijk is voor een efficiente gang van zaken.

In het volgende zal een probleem van het bovengeschetste type uit

het-gebied van de Toegepaste Mechanica worden behandeld.
SR-Ad i &

Bij een gegeven begintemperatuur is
de schijf spanningslocs. De schijf
wordt nu verwarmd. Br stelt zich in
een bekend onderstelde verdeling van
de temperatuur T = T(r) waarin T
voorstelt de toename van de tempera-

/ Gegeven is een hemogeen, isotroop
;*;//3 ) | omwentelingslichaam Waarv%n in fig. 1
S—— ./ * een meridiaandoorsnede is getekend.
% De dikte y van deze "schijf" is af-
r L hankelijk van r; y s klein t.o.v.
: r, r .
Yoo vl L pvmw. A, !
,
i

- TN N
SN

fuur vanuit de begintoestand. De
ce 1 schijf wordt niet verhanderd uwit e
te zetten. Gevramgd wordt naar de spanningsverdeling, die een gevolg is
van deze verwarming.
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3. We zullen van de elasticiteitsleer datgene kort weergeven, dat

we strikt nodig hebben bij onze afleiding.

We snijden een klein rechthoekig
parallelopipedum uit het materiaal.
We ontbinden de kracht die op een
zijvlak met opp. AF wordt uitgeoefend
in een kracht AN loodrecht op het
zijvlak en in een kracht A D in het
zijvlak. We definierenlgggaﬁ?g =&

fﬁjl {normaalspanning op het beschouwde
vlakte-clementje) en'£§ﬂﬁ)%%==T(Schuifspanning op het beschouwde
vliakte-elementje). ;

We bekijken nu een blckje, zoals in fig. 2. Op viakken 1 en 2 i

alleen een normaalspanning, vlak 3 is spanningslocs.We nemen vlak
als vlak van tekening.

o

W

Wanneer het materiaal a=an de wet van Hooke gehocorzaamt, dan ver-
vormt het bloke op de volgende wijze.

Nk}
r.A:‘:'i*::::;:.::t::-—~'~—-~--~~ - Aa_ - é‘(@'; -,%ﬂ z,)
ce ! Urf' Mz { N L Lo
’ ; g__} i é & (6“2 P /
: Vog . T & wordt genocemd de specifieke ver-
;5 a ié lenging; E en m zijn constanten
*“1;:;;“*% (voor staal E = 2.lobkg/cm2, m= 3,5).

Om de gedachten te bepalen: een spanning ¢ = 2000 kg/cm2 is
voor steal reeds een hoge waarde; &<'I§55 in het algemcen.
Krijgt het blokje een temperatuursverhoging 1T dan zal het uit-

zetten. 2 € _ o T
A 3}'\ i.é = &7
; a
! { {104 K = lineaire uitzettingscoeff. (con-
Sl stant aangenomen).
—=— 1 Veor staal X = 1,2. 1072 %L,

LYY VY
Volgens Neumann kunnen we aannemen dat bij het samengaan van boven-
steande 2 effecten geldt:

gd“ ;403 }44%2? 1
| ) ( (1)
z:fg{d’z~;-,,0";}+°(?
4. We gaan het vraagstuk behandelen met de benadering ds* de vlakken

loodrecht op de omwentelingsas spanningsloos zijn en dat 72 spaanings-
toestand alleen afhankelijk is van de r coordinast (dus mc:¢ name nizt
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afhankelijk van de coordinaat in de richting van de omwentelingsas).
Op het in fig. 3 geschetste blok-
Je blijven dan over de radiale
spanning 6. en de tangenti&le
spanning o

We bezien het evenwicht in ra-
diale richting van een stukje
P dy. driy uit de schijf

g_;(é;.yr)ﬂf}d‘{’ = C"{p‘ydﬂo{gﬂ

D y
e i o a' } = Q
Iﬂr_ é; )‘ o(h» ke V ()
h«;:; el Laet nu de verplaatsing zijn in
— ek Baabry

oy ) radiale richting van een punt
op straal r u = u(r) dan geldt

cc_,."‘;[’% &&0::.%
Met behulp van (1)
Flg -«T) = oy ~ v 7 (a)

!
o
(3)
El% -aT)oop- 407§

Uit (3) kunnen we u elimineren. {3b) gedifferentieerd geeft

Efaa U] _ AT, o Fp _ L AT
7: ar P/'EX_;F"I‘,{’ {{r"“mﬁ

Hierin (3a) en (3b) substitueren.

/"m -—MJ)4~6%»/)(6"’ e )= *mliacr’*’{r (4)

Samen met

r .
75» (775 )+ - =0 (2)

en de randvoorwaarden
r= a edrs T T O }

h:f‘n W ¥, =0 (5)

is de opgave mathematisch volkomen vastgelegd. Door gy te elimineren
uit (4) en (2) onstaat een gewone lincaire differentiaslvergelijking
van de 2e erde voor ¢ ; (5) geeft de randvoorwaarden voor 4.
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5. Een van de functies y= y(r) waarvoor een oplossing in expliciete
vorm is te geven, is het in de practijk voorkomende geval
C
j:;"’{; ( ¢ en n redel).

In de practijk is n 0.
(4) en (2) worden dan

G, A B o p AT
p &2 wrﬁq-(mw/[t/, 9] = mEX P Zx (4)
ri[ln____i;‘_*//,njaﬁr - U—;o = (2)&

"
Elimineren we uit (4) en (2) de 6}5 dan ontstaat

2 Ao o7
rz%a»(ﬁ“n)'“ s *(/""i'ﬁ}’” 7. = —EX 57 (6)

A
Om de gereduceerde vergelijking op te lossen stellen we o7 = Ar .
A moet dan voldoen aan

/
DA~ 1) #30)3 "//’“f"/” =e Hieruit volgt

- _ LR )
Dp =T HEVZ 42 (7)
Daar m = 3,5 geeft dit altijd reele waarden voor A, .

De niet-gereduceerfe vergelijking wordt opgelost met behulp van de me-
thode der variaties van constanten.
A
Stel J5=4A""' + B P waarin A en B nog te bepalen functies zijn

van . N
o oA ), LB 2 A -/ ,,)z'/
%;ﬁ" ’ﬁ"/—*%fﬁ Aar™ o+ BAy !

We leggen aan A en B de voorwaarde op

d# 7hl D/B P/}‘L’

A / + o r =0° (8)
e D,-2 - Pe-2 A 2l R by
LG A, B G R

A
2
R - . :
Wameer we deze waarden van 6, ‘%—? en‘d,\, substitueren in (6)

en bedenken dat 2, en /. wortels zijn van (7) dan vinden we

o

0{',4 A, +1 aB AL ﬂ
7;),’" +—ﬁ22r :—-—EO(P,,(,. ‘ (9)

Uit (9) en (7) volgt: ,
D, =0) A 0 Ex p 2T
(2. =2) £ p “ 7

oA _ Ex . %‘T
Tr T A ‘,‘:%,
A



Blz. 5

B vinden we door A, en X, ‘e verwisselen
f R T o
oZr

De oplossing van (6) wordt dan
_ E 2 [ AT A, [ Ry ]
T w—-*g[r"(t 'g‘é—ndr'_..r L{r Ller |

r );"‘);
Na parti’ele integratiet
T ;
T~ 5y [ IR o] (1)
Wanneer A= 0 dan moet de term 2, Y‘A v;’j,, Ar  yervangen worden door een

coné‘bante' dit blijkt wanneer men de partiele integratie voor 4it spe-
ciale geval nagaat.
In (10) zijn twee onafhankellgke 1ntegrat1econstanten. Met behulp
van (5) zijn deze in principe gemakkelijk te berekenen.
Uit (2)* vindt men vervolgens Iy

B. Heeft de schijf overal dezelfde dikte dan is n uit de vorige

paragraaf gelijk aan nul.
A, = =2

Uit (2) volgt.

We vinden dan 3, =0

<Ex[7 -2 fPZ"’f’.f“,. 27 | ()

(In {11) en (12) moeten de beide integralen fr’?’ﬂ"’ genomen worden med
dezelfde integratieconstante).
Omdat we er straks van gebruik moeten maken, werken we (11) en

(12) uit voor het geval dat T'lineair verandert met r.
Buitenstraal p; , temperatuur /. 7
st s vempersons TE G 5T =TT,

Binnenstraal fy,, " T

T — -T_ r{’; —7:'*/ rl + A*?-:.

'he'_f—f - Pewe = ¢
We kunnen dus schrijven:
= I
Ex’l :::-}SL. +ﬂ£ r
waarin -
Y; = Ex Ty iy T T b
Peyy =1y (13)

——

4/5;_ = Ex a4l
Pipr e

r




| (11) en (12) worden dan

= C /
0‘{; = C, + 75; ~ 2 ‘(P(?Sa *@cr)odr
. ped - Ca !
e=C 55+ m(h(srmrdr =Y - ar
Uitgewerkts
Gh+fBer=C o+ 52
. ¢ ‘ r* (14)
2 - - C
Yot 3m =95 " =
7. Ten einde de spanningen te berekenen in een schijf waarbij y een

gegeven willekeurige functie is van r, maken we gebruik van een gedach-
tengang die door Grammel is ontwikkeld bij het berekenen van de span~
ningen in roterende schijven.

| We denken ons de schijf vervangen docs

7 T 7 . een andere die is opgebouwd uit
(§ %o& 1
schijven i, elk van constante dikte

L_m{ yi (fig. 5):
. [—, We vervangen de functie T = T{r) door
T /ZL 4*2/7/ een gebroken lineaire functie waarvan
w7 , de knikken liggen op de plaatsen r;.
ii ' i Voor elk van de schijven geldt (14).
Y S

Zijn voor schijf i de o en o bekend
op strasl r, den zijn uit (14) te

? S
berekenen ( en (, {voor schijf i) en vervolgens o, en % op straal Ty,

r

Hierna zijn te berekenen van schijf i + 1 <. en 6, Op straal

rLH en wel uit de volgende overwegingen.

A, 6 Y moet continu zijn (men zie de evenwichtsvergelijking die aan-
leiding heeft gegeven tot vergelijking (2)).

B. ,(, .,.,G‘ moet continu zijn (men merse op dat in het onderhavige gevzl
T en u continu zijn en verwerke dat in (3)b).

Nu zijn voor schijf i + 1 de 6. en 0, bekend op straal r;,, .
De berekening kan dus op dezelfde wijze worden voortgezet.

Een moeilijkheid is nog gelegen in het feit dat we de juiste
start niet kunnen maken. Voor r = r, is nl. alleen bekend §. = O3
S‘, is onbekend.

We starten nu op straal r = r, met O = 0 en een willekeurig ge~

‘kozen 6;‘*2'
Op straal r = r_ eindigen we met 6,=35. en G = ?Y .

Mathematisch gesproken betekent het tot nu toe in § T besprokené

dat we de lineaire vergelijkingen (2) en (4) benaderen door vergelij-

kingen met intervalsgewijze constante y en ;(‘: en oplossen met de goede
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beginvoorwazrde {op straal P, ) voor ¢.( §.= 0) en een aangenomen begin-
voorwaarde vcmr(:\‘f ( Gg;z 6?*).

We gaan vervolgens oplossen de gereduceerde vergelijkingen (2)
en {4) (met dezelfde benadering) en voeren als randvoorwaarden in op de
straal r = ;¢
XX

Grso e Fp=G

In de becijferingen betekent dit dat ¢ uit vergelijking (14)
nul gesteld moet worden.
Op straal r, eindigen we met

P
—_—

W

. A
Een start met de beginvoorwaarden ¢ =0 en q;: 0%; +6;D'“‘x geeft van-
T

wege de lineariteit van de vergelijkingen voor

Op =0, +X5, <m Sp = &L +XTp

= I‘q

wf

y
Nu moet
— == —
o, XTI =Y waaruit volgt
T
S

Op de inrichting van het gedetaillecerd: rekenschema zullen we
hier niet ingaan. Grammel heeft voor het zeer nauw verwante probleem
van de spanningsberekening in roterende schijven een zeer elegant
rekenschema opgesteld. Men zie hiervoor b.v. Biezeno-Grammel: "Tech-
nische Dynamik" Springer 1939.

II. 1. Bij het oplossen van mathematisch-physische vraagstukken moet
men er steeds on bedacht zijn dat ecn gedeeltclijk mathemstische -~
gedeeltelijke physische beschouwingswijze soms zeer eenvoudig tot
belangrijke rpsultaten voert.

De bewijsvoering mag dan in zuivere mathematische zin niet geheel
streng zijn, de theoreticus uit de practijk mag er (#p gepaste wijze)
gebruik van maken.

In het volgende wordt een voorbeeld gegeven van een dergelijke
beschouwingswijze.

2. Gegeven is een oneindig lange massieve onwentelingscylinder
(fig. 6). Tot aan het tijdstip t = O heeft de cylinder overal dezclfde
constante temperatuur, hij is bovendien spanningsloos.
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Voor t+ > 0 zal gelden:

. ) V constant {
. (T zal weer voorstellen de toename
,_ A ‘ van de temperatuur vanuit de be-

gintoestand).

' We vragen naar het verloop van de
temperatuurspanningen als functie
de tijd en in het bijzonder naar
de grootst optredende spanning.
In een ven de vorige voordrachten
heeft Lauwerier het temperatuur-
verloop in de cylinder berekend.
Fig. 7 geeft quelitatief de re-

sultaten.

We zullen de spanningsbere%ening
uitvoeren met de veronderstelling
dat op elk tijdstip het elastische
probleem zich als statisch probleem
laat behandelen.

De afleiding van de formules gaat
geheel analoog aan de afleiding

in I. We moeten hier echter niet

invoeren G= 0, maar %= constant.
We vinden dan (vergelijk (11) en (12))

T=T{)
T=v ! + =00 - Ea( [(, zf‘pTdn =
M"{ :’/ >r = e ? T ( }
t 1 )
— =y - -L‘(PT&().
ij tﬁ”ﬁ %:KJ'%ZC/ —T +_2.T] (fé)
T 24

[ , rxa
(op o7 "zullen we niet ingaan).
De randveorwaarden luiden:

"

r==a dan 9.=
r=0 o9.en G}eindig.
(15) en (16) worden nuz
T = Fa b g /f’T”[(’ - /(Tﬂ’r

-y (17)

%= 2 IEO(%*T#*aL(PTd["I‘p#jdeC (/z:y

-4
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Voor O en C%}kunnen vervolgens reeksontwikkelingen worden gegeven.

We definieren als "gemiddelde temperatuur van het deel van de
cylinder dat binnen de straal r ligt":

fpﬂ 27pelp
7. - B
(/w)r g r?

Met behulp van fig. 7 is van deze grootheid gemakkeliijk een indruk te

krijgen.
(17) en (18) schrijven we als volgt:

Gn ::3255 Ex . ,{(2;;“7£&;:{ﬁ;;wyé,}

G = 22, Ex§=Ty (Gerds HTpuo),

2

Hieruit en met behulp van fig. 7 is direct af *e leiden dat |77}

zijn maximum bereikt voor t = 0 en r = a

m Ex

Kep —

?I"’M T T

. . o1 .
0, is kleiner dan \ YQ%“*
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2de Boerhaavestraat 49,
Amsterdam=-0.

Colloouium:

Mathematische problemen uit de practijk.
Voordracht op 15 Februari 1951.

Foutschattiingen in de numerieke wiskunde.

door

A. van Wijngaarden.

Evenals in de zuivere wiskunde het existentiebewijs en het eendui-
digheidsbewijs van de oplossing van een probleem onontbeerlijk zijn, zc
is in de numerieke wiskunde bovendien nog de foutschatting noodzakelijk.
Evenwel wordt ze slechts zelden uitgevoerd. Deels komt dit omdat men
zich meestal laat leiden door intuitie, deels omdat men niet op de
hoogte is van de mogelijkheden daartoe ofwel omdat de mogelijkheid nog
niet bestaat. In het volgende zullen wij iets vertellen over de schat-
ting van de fout welke ontstaat bij de numerieke integratie van gewone
differentiaalvergelijkingen. Daarbij zullen wij ons beperken tot een
heel eenvoudig geval. De gevolgde methode kan echter zonder veel moeite
tot andere gevallen worden uitgebreid.

Wij hebben eerst enkele hulpmiddelen nodig uit de differentiereke-
ning, het machtigste werktuig van de numerieke analyse. Een functie
f(x), £ en x reeel, wordi gedefinieerd door een stelsel basiswaarden
£y = f(xi), welke zij aanneemt op de basispunten x; = x, + ih. Voor
andere waarden van x behelpt men zich i.p.v. f(x) met een polynoom van
de graad r, dat in r+l opvolgende basispunten xy de waarden fj aanneemt.
Daarbij volgt men dan nog een bepaald systeem voor de keuze van deze
r+1 basispunten voor een gegeven x. In berekeningen met de hand uitge-
voerd maakt men meestal gebruik van differenties. Wanneer men de nota-
ties gebruikt volgens het hiernaaststiaande

schema, heeft men, bijvoorbeeld, de inter- *i-3 fi‘3
A
polatieformule van Newton, welke luidt, Ti-2
2
als men stelt: x=x; +p h X530 Ty 5 VL4
. 3
Vi, VT
T T
\;l fi
X f.
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: Ir- r
2(0)= £, + Q)Y v +(PPhvle .  (PTT T =

T
2& (p+s~1yvsf X
1T~ s i
s=0

Hierin is R de restterm, welke, als £(x) n+l-maal differentieer-

T+l
baar is, geschreven kan worden als:
_¢p¥ry il (r+1),
RI"("}. ~(r+1) h f (g)! (1)2)

waarin § een of andere waarde in het segment (Xy,X; ys---»X;_,,X) is.

Zij onderscheidt zich dus slechts van de term, die men zou verwachtzn in
de reeks, doordat t?r+1fi vervangen is door hr+lf(r*1)(§}.
deze foutschatting, welke ons in staat stelt, ook in meer ingewikkel..

problemen dan interpolatie een schatting van de gemaakte fout te le-
veren.

et i3

Zo is bijv,

Xi41 1
S f(x)dx = h 5 f(x)dp =
X4 2 ,
T 78
= 2 V2,1 [p(p+1)...(p+s-1)ap + q,
s=0 s! 0
L s
=h ag v fi + Q; - (1,3)
s=0
Is F,.,; een majorant voor de absolute waarden van de r?e sfgeleife,

1

dus F}+12:}f(r) (x)§, voor alle beschouwde x-waarden, dan is ook

Q= nT*2

{
lag) < re1 Fra (1,4)

2. De integratiemethede van Adams.

21ij gegeven de differentiaalvergelijking

H=2ny , ylx)=y, (2,1)

waarin f(x,y) r+l-maal partieel differentieerbaar is. De Lipschitz~-con-
stante K is als volgt gedefinieerd:

|20xy,) = #x,y)) < Rly,mvqf (2,2)
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Om (2,1) met een interval h te integreren kan men alsvolgt te werk
gaan. Op een of andere wijze, bijv. met een reeksontwikkeling of door
iteratie, bepaalt men behalve ¥, NOg r-beginwaarden van y, dus :
yl,yg,.‘.,yr.,ln werkelijkheid geven wij deze waarden natuurlijk slechts
met een eindige nauwkeurigheid, zodat in werkelijkheid gegeven zijn
benaderde waarden yé,yi,-~-,y;,ywaarvoor geldt:

%y:'i_‘-yilglig 9 i = O,l,.--’rt (273)
Met behulp van (1,3) onder verwaarlozing van de restterm 9y kan nu

een benaderde waarde y%+l Voor Y. .4 gevonden worden, enz. ¥en gebruikt
dus:

T T
~- ) s <
y! =y! + h /2 a, V 1 = y! +h 2 b, f'._.
i+l i =0 S i i ~0 s i-s
i = .r+1,r+2,~-.,n-la (231’*,}
waarin
oy |
b= (-1)S 2 (Jay - (2,5)
t=s
en
£1 = £{x,5)). (2,6)

Dit is de methode van Adams.

Gevraagd wordt nu een bovengrens aan te geven voor de fout yi-y;-
Neemt men aan, dat afgezien van de onnauwkeurigheid van de beginwasr-
den, uitgedrukt door (2,3), geen afrondingsfouten verder optreden in
de berekening (wat gewoonlijk over het hoofd wordt gezien), dan kan
men inderdaad een grens asngeven, hetgeen wij zullen laten zien.

En passant merken wij op, dat de methode van Adams uit rekentech-
nisch oogpunt tamelijk inferieur is. Z3ij is echter buitengewoon een-
voudig en de foutendiscussie is ook eenvoudig.

3. De foutschatting van von Mises.

Ref.: R.v. Mises, Zur numerischen Integration von Differential-
' gleichungen, ZAMM, 10, S. 81, (1930).

Uit het volgende volgte

r
>

b, fl_ -y - h” b_ f. - a.

!+ h
- s Ti- “i?
g S 1i-s —0 S

€i41 = Yiel ~ Va4l = Vi
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dus |

3 (£} _ ) - ‘
Ei—i—l =& +h QE() by {fi-s = fi..s) - 93 * | (3%3—}

Door te majoreren met behulp van (1,4) en (2,2) vinden wij

r

gl € 8l # R £ o) 1E;

B + Q. (3,9

Iedere oplossing Ei van de corresponderénde differentievergelijking

By = B; + IK i;oibs’-; B, o+ Q ‘ (3,3}
waarvoor geldt:

E; 2 & , 1= 0,1,00e,r, (3,4)
is dus een majorand voor ﬁ?f. Fen particuliereoplossing van (3,3) is

Ei = -~ m—-%ﬁ y B = S%O {bsi :.ée Z.t ay - (3,5)

De karakteristiecke vergeliiking van (3%,3)
EEEEE R LRI S (3,6)
S=

heeft, zoals uit de tekens volgt, precies een positieve wortel z, welke
bovendien groter den 1 is. Dus is met willekeurige constante A

- i_ Q.
By =42, - 1K
een oplossing van (3,3). Door te kiezen
= £ 4 2
A= ¢ + RE
is (z_> 1) bovendien aan (3,4) voldaan. Dus is de gezochte bovengrens

Om een zo scherp mogelijke schatting te verkrijgen, moet z, uit (%,6)
worden bepaald. Dit zou vereenvoudigd kunnen worden door voor enkele in
aanmerking komende waarden van r, bijv. 1, 2, 3 en 4 fiet behulp van (3,6)
een tabel te maken van hK als functie van z, voor waarden van 2z, welke
een weinig boven 1 liggen, bijv. van 1 tot 1.2. Bi) voorgeschreven hkK
(de enige parameter van het speciale probleem, welke optreedt), kan dan
z, gemakkelijk worden afgelezen. Een ruwe benadering ken worden ver-

kregen door.voor z, een majorand in te vullen. Klaarblijkelijk is

z,< 1 + hKB . , h (3,8)
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4. Een verscherpte foutschatting.

Ref.: J. Weiszinger, Eine verschérfte Fehlerabschdtzung zum Extra-
polationsverfahren von Adams, ZAMM, 30,
S. 356-363 (1950).

De schatting van von Mises, welke wij zo julst hebben afgeleid is
buitengewoon grof. Men kan eigenlijk helemaal niet van een schatiing
spreken, doch slechts van een bovengrens, welke bijv. gebruikt kan
worden om aan te tonen, dat door h klein genceg te kiezen y' wille-
keurig dicht bij y gebracht kan worden (afgezien van de afrondings-
fouten natuurlijk, die alles in de war sturen). De reden, wasrom de
schatting zo slecht is, is hierin gelegen, dat de by in (3,1) ver-
vangen moesten worden door {bg in (3,2). Dit is heel erg. Immers,
voor r = 4 bijv., is by = 2.6403%; by = = 3.8528; b2 = 3.6333;
b3 = - 1.7694; b4 = 0.3486, Dus is = bS = 1, terwijl 2j!b§ = 12,2444.
Een heel eenvoudige methodeom hier aan tegemoet te komen is gegeven
door Weiszinger. Een sterk vereenvoudigde versie van zijn schatting,
welke evenwel niet veel ruwer is, zullen wij hier behandelen.

De grondgedachte zullen wij behouden. Alvorens te majoreren van
{3,1) op (3,2) tellen wij nl. een aantal opvolgende vergelijkingen
(3,1) bij elkaar op, d.w.z. sommeren over i tot i-m. Dan volgt:

m+r m

fi41 = Fym ¥ P iio cs (fi g = T390~ 520 9-s7 (4,1)
waarin, als m:>r is, geldt

¢y = bo + bl + e bs voor 0 = s< r-1

e =1 | voor r< ssm, (4,2)

cg = bs-m + bs—m+1+“‘br voor m+l < s mir. j

Hierin is nu dus het wisselen van de tekens van bs a2l flink tot zijn
recht gekomen.
Nu mejoreren wij weer, evenals bij von Mises tot:
m+r

[Fgaql = 5 gl + 8K 2 jegle

o o 1By gl + (mal)Q. (4.3)
]

Fen majorand van ffﬁ is dus iedere onlossing Ei van de vergelijking:

47T
Biyg = Byp * HK 3§_0 legh By o+ (m+1)Q, (4,4)
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welke voldoet aan

t

Omdat i hier tot m+r loopt i.p.v. tot r, is g'>E . Wij gebruiken nn' ~

(3,7) en (3,8) om g* te bepalen, dus:
et = £ (1omkB) ™ 4 B S (LanEn)™F) - o}, (4,6)

In de uitvoerige theorie van Weiszinger blijken de exponenten m+r
verlaagd te kunnen worden tot m, maar het zal straks blijken, dat dit
niet van essentieel belang is. Het zou trouwens helemaal niet moeilijk
zijn om ¢' te drukken; H

De karakteristieke vergelijking van (4,4),

m+r

2" -kn 2 e} 2™ %20 (4,7)
=0 ‘

+ 4
Zm r+l _

" heeft weer een wortel zm:’l, dus

. mér
= A (ml)Q = 5
By = Az - S5 C= Z fegl o (4,8)

is een oplossing van (4,4). Door de kcuze

A= g o {2l (4,9)
wordt ook aan (4,5) woldaan. We krijgen nu dus de schétting:

Iy} -yl € By = g ozp + Lﬁ-—%}éﬁ (z;—l)é | (4,10)

Zo op het cog schijnt (4,10) niet veel beter dan (3,7), maar de clou
is, dat de wortel Z veel dichter bij 1 ligt dan Zye

5. Een viorbeeld en bezinning.

Von Mises illustreerde de theorie asn een veorbeeld, nl. de differen-
tiaalvergelijkings

a - -
a"iv" =¥,:;xa ’ y(0)= 1,

waarvan de exacte oplossing gegeven wordt door

in (12 ¥ ya) = 2 arctan %-.
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Kiezen wij r = 4, h = 6.02 en 0 < x« 2.00, dus 100 stappen, dan vindt
men Fy = 8840, Q = 1.865 x 107 “7 on Kh = 0.006. Ten slotte nemen wij aan,

dat de berekening ultﬂevoerd in 6 decimalen, dus dat £ 5 x 10~

Met dgze gegevens vindt von Mises hElOOXQ 1920 x 10 6 en WeiSfénger
45 x 10" °. Onze vereenvoudiging brengt onze schatting op 50 x 10 .

Ben schatting van A. Fricke leverde 25 x 10", maar de theorie ervan
is jammer genoeg fout, dus deze telt niet mee.

Geen van de genoemde auteurs heeft de moeite genomen om nu de inte-
gratie ook eens wit te voeren met deze gegevens em te zien, wat er nu
werkelijk voor een fout uitkomt. Von Mises deed 10 stappen van de 100
en constateerde nog geen fout. Whittaker snd Robinson demonsteren wel
het grootste gebrek aan fantasie door deze berekening als voorbeeld
in hun boek over te nemen (zonder verwijzing). Voert men het proces uit,
dan blijkt in werkelijkheid £yn4 69 x 107% te bedragen. Dit lijkt mis-
schien merkwaardig, maar is eenvoudig te verklaren. Zowel (3,7) als
(4,10) vertonen een tweeterm. De eerste term is ontstaan door de af-
ronding van de begingegevens en is evenredig met de rekenprecisie. De
tweede term ontstaat door de resttermfout bij de integratie. Btj
Weigzinger zijn de termen resp. 8 x 10‘6 en 37 x 10 ~. Bij onze ruwere
schatting 14 x 10'6 en 36 x 10"6. In dit speciale voorbeeld is dus de
resttermfout van dezelfde orde van grootte als de afrondingsfout. Maar
deze afrondingsfout, zoals hier in rekening gebracht is slechts een
fractie van de werkelijke afrondingsfouten in de berekening, omdat bij
iedere stap wordt afgerond. Aan dit voorbeeld zien wij dus duidelijk
het belang van de theorie van de afrondingsfouten, welke aanzienlijk
moeilijker is dan die van stelselmatige fouten.
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Mathematische problemen uit de practijk.

Voordracht te houden door Prof.Dr J.E. Verschaffelt
op 4 Maart in het Mathematisch Centrum over:

'De thermomechanica der transportverschijinselen®,

In de thermomechanica geeft men de naam van transportverschijn-
selen aan processen, waarbij energie van een plek in de ruimte naar
een andere overgeat. Deze overgang geschiedt onafhankelijk van elke
verplaatsing van materie (warmtestraling en warmbtegeleiding), ofwel
hij is aan beweging van materie gebonden, doordat energie met de materie
wordt vervoerd (vloeistofstroming, diffusie, electrische stromen).

Het thermomechanisch onderzoek dier verschijnselen is het onder-
werp geweest van vele verhandelingen (Meixner, Prigogine, Casimir, de
Groot), gegrond op de ideeén van Onsager. Een daarvan onafhankelijke
theorie werd door mij ontwikkeld in een reeks mededelingen aan de Ko-
ninklijke Belgische Academie van Wetenschappen; zij berust op een begin-
sel, dat ik het superpositiebeginsel heb gencemd, en volgens hetwelk
de bij een samengesteld onomkeerbaar proces gedissipeerde energie de
som is der snergieen, welke gedissipeerd worden bij de elementaire
processen, wazrin het samengestelde proces kan worden ontleed.

De door mij gevolgde methode van onderzoek is deze, dat men van
de ruimte waardoor een fluide mengsel stroomt, een vaststaand volumee-
element in het ocog neemt, en daarop de twee hoofdwetien, de energiewet
en de entropiewet toepast, en wel in deze vorm:

1° (zie verg.(1)) de toename der totale energie (inwendige en
makrockinetische) is gelijk aan de toegevoerde warmte (het warmteeffeot
van het proces),vermeerderd met de door de materiele stromingen achter-
gelaten energie (het toevoereffect) en verminderd met den verrichten
uitwendigen arbeid (het mechanisch effect);

2% (verg.(2)) de toename der entropie is geliik aan de van bui=~
ten af toegevoerde entropie (entropietocvoer), vermeerderd met de en=-
tropie, welke plaatselijk ontwikkeld wordt (entroriegencratie) door de
onomkeerbare processen, die in het beschouwde volumeel:enent plaats heb-
ben., Het is deze plastselijk gegenercerde entropie, weclke na vermenig—
vuldiging met de (absolute) temperatuur de gedissipecrie cricrziec op=-
levert,

Door eliminatie van het warmteeffect tussen de twec aldus verkre-~
gen vergelijkingen bekomt men een derde (verg.(3)), well. nu nog drie
nader te bepalen grootheden bevat, nl. het mechanisch effect, de gedis-
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sipeerde energie en de makrokinetische energie. Die verg.(3) wordt
eerst nog getransformeerd (verg.(4)) door ontbinding der absolute stro-
mingssnelheden van de bestanddelen van het fluide mengsel in een ge-
meenschappelijke snelheid van het mengsel als geheel 3n een relatieve
diffusiesnelheid.

In die gevallen, waar de uitwendige arbeid en de dynamische be-
wegingsvergelijking bekend zijn (enkelvoudig fluidum t.v.) kan de gedic-
sipeerde energie exact berckend worden. In 't algemeen echter moeten
hypothesen worden ingcvoerd. Deze betreffen

1° den uwitwendigen arbeid (verg.(5)),
2° de gedissipesrie energie (verg.(6) ; toepsszing van het super-
positiebeginsel).

Daaruit volgt dat de kinetische snerzie (verg.(7)), vaaruit de
dynamische vergelijkingen van de componenten (8) en van het gcheel (9)
kunnen worden afgeleid.

De gedissipeerde energie heeft den vorm van een som van scalaire
producten van twee vectoren, de ene zijnde een stromingsintensiteit,
de tweede de daaraan toegevoegde affiniteit.

In den stationairen toestand (toestand onveranderlijk met den tijd)
wordt evenredigheid aangenomen tussen stromingsintensiteit en de toe-
gevoegde affiniteit. Daardcor gaat (6) in (10) over.

De vergelijkingen (11) en (12) geven uitdrukkingen voor de kracht
die op de eenheid van massa werkt 9“v=1 wanneer de eenheid van massa
de gram is, My= M, als zij een mol is).

In verg.(13) wordt een uitdrukking gegeven voor het warmteeffect
in den stationairen toestand; deze wordt verkregen cdocr substitutie
van (8) in (2).
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(1) 2AeU) , (KD _ o Taiv (Ulm) - 3 div (Klm) - oL!

- e 5 . ' - o ¥ 1L 2
m=cou., C ch, cU chﬁv, cK Z.Vl.v, K. My

Q= q~div w, w= kA, , Ath= -grad log T

(2) z2Le8) _ m{-ﬂ - aiv (L= aiv (Stm) + ~&-b =
dt i T , vy T

=Q = (w.4;) =T div (S!m ) + &

W'= U' + pv', Wi= Ul + j“,, G'= W' -I8', Gi=W, = TS",,
Doy,
g«;—- = - div m 'ch(d(},"’)mp =0

!

V v/

(3) cL' + q' + . o"-?ﬁ-z = '(W.Ath) - E(mv;gradTpG" ‘—Zw-—g-——(mv.grad P)+
+ 2 div(ilm)

- t — Y - — 1 - 1. O
u,= wul, m= cus=2cu = zmv, m_ = x.m+m', X = cv/c, va_ 0

v N vo Tvov v
(4) cL'+q' ) @Kv = (w.A - b ( d p)+div(pu)- ‘
4) cl'+q'+ 2 ¢, g = (w. th) —(m, gra p)+div(pu . ..L

- Z (m"r.gradTpG"r)-k Z div(j\'(,m;])
(5) clt= -Z(mv.f"r)-a- Zdiv(j\'rmv)-i- z(mv.R"r}+cL3= > c R =0
= =(m.f')+div(pu) - Z(m\'r’f\'r)"' Zdiv(j“,m"rh Z(m‘;.R{,HCLi
(6) q'= (W.Ath)+ Z(mv.Av)= (va.Ath)+(m.A)+ z(m“r..&"})
Au= ArAl,  Av= Pu-f' - gradgp G, of'=3 o fr, B o Al=0

dK! du
(1) T ey =2 Moo= (m ') = —-(n.gred p)- 2 (m,.RY)-

-cLﬁ:(m.Ag), A:A?'+Ag, A''= Div pij-grad p, Ry= 1-L04Z0,
. . .
Z CVZV- 0
duv 1 4 ,
— | JS. . " - - — ORI 2 .
(8)/Uvg:5- = £ 3 grad p - A'! Z"/,-. f"r o Div ?r';j Zx'r
du
du-’_ v_ _ < A _ . STy .
(9) ue—z% _Z/uvcv-—--d.t J_Div PSR g =of'=Div.p - 3 Divi o ug v
m= ad, m\*,r-a,vA;r R mvzavﬁv, a=olc, avzo(ov

2 2 2 2
(10)a'= kg 3 apho= kigyras’s 3o l?
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(11) f{r ::/Avg +/"WGVA’th + wf‘;yva’vgrad Z!Z"2 - evgrad v chev =0
(12) £ :/u g W“ith + 2 dograd 1° 2"’:'«-’/": = M

(13) Q = —aa® -3 avAéE + TZ(%grad s!) =

ot

' Pl
= —aa® 4+ le,)(-m.grczd )+ 1p(:n.grad p) —Z«’-’»,’,ﬂ.}z + &Eﬁ (m"’.grad T)+
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Colloguim:

Mathematische problemen uit de practijk.

voordracht op 15 Maart 41951.

Trillingen van vliegtuigvleugels.

door
Ir A.J. van de Vooren.

1. Probleemstelling.

Vleugels en staartvlakken van vliegtuigen moeten op zodanige wij-
ze geconstrueerd zijn, dat er bij geen enkele bereikbare snelheid zg.
instabiele trillingen, die tot breuk zouden leiden, kunnen ontstaan.
Om dus tot doelmatige constructies te komen, moeten we beschikken
over methoden om deze trillingen te berekenen. We zullen ons hierbij
beperken tot de berekening van het overgangsgeval tussen stabiele en
instabiele trillingen, dus tot de harmonische trillingen. De tril-
lingen komen tot stand onder invloed van elastische krachten, traag-
heidskrachten en aerodynamische krachten.

In fig.1 is de vleugel schematisch weergegeven. De X-as (d.w.z.
de romp) vormt een vaste inklemming. De vleugel kan loodrecht op zijn
eigen vlak buigen en kan torderen om de Y-as, maar de koorden (dat
zijn lijnen evenwijdig aan de X-as) blijven rechte lijnen. Bovendien
zullen we veronderstellen dat er een rechte elastische as loocdrecht
op de X-as,bestaat. De elastische as is gedefinieerd door de eigen-
schap, dat de vleugel bij belasting met krachten in de elastieche as,
alleen buigt, maar niet tordeert. Als Y-as wordt de elastische as ge-
kozen,

/c&‘? .
Vervormingen van de vleu-
gel.
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Als buiging wordt nu gedefinieerd de verticale verplaatsing z van
punten van de elastische as, terwijl onder torsie de hoekverdraaiing

Yvan de koorden om de elastische as wordt verstaan, Bulglng en tor-
gie zijn dus functies van y.

2e Afleiding der bewegingsvergelijkingén uit de variatiestelling van
Hamilton,

We veronderstellen eerst dat het draagvlak geen voorwaartse
Bnelheid bezit, zodat er ook geen luchtkrachten zijn (standtrilling).
In dit geval is het systeem conservatief en de stelling van Hamilton
luidt dan

Sf (T - V)dt= 0 | | (1)

waarbij T de klnetlsche energie is en V de potentiele energie. Deze
stelling drukt uit, dat de werkelijke oplossing z(y,t),ﬁﬁ(y,t) de in-
tegraal stationnair maakt, vergeleken met naburige functies z(y,t)+
+ 8z(y,%), ¥ly,t)+ Sp(y,t), waarbij tot de vergelijking zijn toege-
laten alle zodanige functies Sz en fi# die voldoende oontinu en con-
tinu differentieerbaar zijn opdat T en V bestaan en die bovendien
identiek gelijk aan O zijn voor t= to en t= %
t:»t1 mogen willekeurig worden gekozen.

Voor niet-conservatieve systemen kan (1) worden gegeneraliseerd
tot & =

5 { (2-v)ats [T as= o, (2)
’ t
wearbij YW de arbeid is, diebde niet-conservatieve krachten, dat zijn

dus hier de luchtkrachten, leveren tengevolge van de virtuele ver=
plaatsingen Tz enp.

1 De tijden t= to en

De kinetische energle van de vieugel is
T= ag [ﬁ(z+s¥?2 + Ipz lay

waarbij m Ay en I 4>yoresp. de massa en het traagheidsmoment van een
strookje Ay van de vlieugel voorstellen, Het traagheidsmoment is hier-
bij genomen om een lijn evenwijdig aan de Y-as, die door het zwaarte-
punt van het strookje gaat. Het zwaartepunt ligt een afstand s achter
de elastische as. De vleugel strekt zich uit van y= O tot y=1b. We
kunnen ook schrijven ya

T=5 fa (m11é2+ 2m12i4(3+ ngféz)dy. (3)
Daar de mate van buiging wordt voorgesteld door 7" en de mate
van torsie door?f(een accent duidt een differentiatie naar y aan),
kan de potentiale energie in de vorm
= 3’:§f8 Z”zﬂ‘7+%(f‘f‘r"a&/ (4)
worden geschreven, waarbij de buigstijfheid B en de torsiestijfheid
T van de vleugelconstructie afhankelijk zijn.Deze uitdrukking geldt
indien de vleugel, wat zijn elastische eigenschappen betreft, door

een balk mag worden vervangen (d2arbij blijven loodrechte doorsneden
onvervormd),



Toepassing"van de stelling van Hamilton levert voor de stend-
trllllng

<a§ f(*ﬁ’z+ Tﬁ‘?)oét f'i L A(5z) + 5 9/(0@:}-..

. fﬂ zz(azjﬂ*’*z’/ ) retete
5-{ Vdft"’[ /3211027‘;;, 5_{’0_)0({5

ts
Door partlele integratie

_JL’ 5 ,.f B2'S2" oy = Bz”{?z} (Bz“} (,j;l + fﬁz/" iz oy,
9?, A f'h/’é’y oly = Ty! a';ﬁf ~{ (Ty’}&‘yocy. \

Omdat het interval van t tot t1 volkomen Willekeurig is, leidt
verg (1) tot ’ .
-f (v, Z 3, ) 8 X oy = f/»:,.‘, +'muxf/5'79(/)y Bz"Sz' H/raz) i, -

..go(sz)“wacy Ty'rpls +f(7’5ﬂj spdy=o

Dear tevens &z en Srwn.llekeurlg zijn, geldt volgens de fundamentele
stelling der variatierekening, dat

My, L+ "y (f "’(BZ")“z o , 7

Lt g (T =0 (5)
terwijl aan de randen geldt _

Bz'Sr'=0 (Bz")'5zz0 e Ty'sy=0

De vaste 1nklemm1ng aan de romp levert de geometrische randvoor-

waarden

y=0 z=0, 2'=0, ¢=0, | (6)
terW1jl aan de vrije randen de dynamisehe randvoorwaarden ’
y=b: Bz"=0 , (Bz") =0, T¢'= ‘ (7)

bevredigd moeten zijn.

Om de bewegingsvergelijkingen van de in een luchistroom geplaatste
vlieugel te krijgen, moet ook §W worden bepaald.

Indien KL en ML resp. de extra-kracht en het extra-moment (om de
Y-as) zijn,werkzeam tengevolge van de’luchtstroming op een strookje

van de vleugel, dan is
»f W;)‘SZ 0L</ + ( /\/\z,b?‘)af}z
In dit gevel worden de beweglngsvergelijkingen
Y, +W,L90*(Bz”} KL.’ (8)

”"”n,x + ""’zz‘f; {T?ﬂ)’ = My,
Beperken we ons tot harmonische trillingen (frequentie V), dan is
l.)-?t

z= 7 P =pe et?t (z, eny, complex)
waarbi] alleen phy91ache betekenis toekomt aan bv. het reele gedeel-
te.Evenails voor harmonische trillingen geldt voor de luchtkrachten
KL" qu”"h (a,x+ C?,Z'CP)

e Y =L el
Mysy* oy, (43, CZ+Q,,c w =L 7f
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Hierin is ¢ ade koorde,p de luchtdichtheid, terwijl 8441 840y 85480
855 dimensieloze, complexe grootheden gzijn, afhankelijk van enige
kentallen, nl. de gereduceerde snelheid V:ﬁg;, het getal van Mach en
het getal van Reynolds. De luchtkrachten vormen een niet-conservatief
stelsel, omdat a,, A P
De bewegingsvergelijkingen zijn ook te schrijven als
(Bx"'= y*(om 2 + m, )+ v* v (2,2 4@, C8) ,
~(TeY)' = 13[‘?nlz-f—%nf(}-#Y")ﬂi_[’auf}(.’%ﬂuc5&'}
Voert men nu de matrixschrijfwijze in door te stecllen
OB il el bt ) 207
o ' [Tg,/ hfmn' m bl T Hae a,ct f’}lg”
en is verder u= m+mLa, dan kunnen de bewegingsvergelijkingen
ook worden geschreven als
etz =viu/ (9)
met de bijbehorende randvoorwaarden (6) en (7). Verg. (9) is zeer al-
gemeen en geldt bij geschikte generslisering van de matriees ook voor
vleugels met roeren, enz.

€ =

et

3. Zelf-geadjungeerde en niet zelf-geadjungeerde eigenwaardeproblemen,

Het eigenwaardeprobleem (9) met bijbehorende randvoorwzarden (€)
en (7) wordt zelf-geadjungeerd genoemd, indien vcldasen is aan de bei~
de veorwaarde

f(t e, -t &t lay=0

Fltlue, - tlurtty=2
waarbij t en t2 vectoren zijn, die de randvoorwasrden bevredigen,
maar overlgens willekeurig zijn. Het teken ¥betekent, dat de toege-
voegd complexe matrix moet worden genomen, terwijl een accent (vij
een matrix) de getransponecrde voorstelt (de getransponeerde van een
kolomvector is een rijvector).

Met 2 Y
| e o
3‘:1“”@,” e L= @,
kan, met behulp van pertiele integratie, waerbij de stukken tussen de
grenzen;ﬁegvallen venv ge de randvoorwaarden, asangetoond worden dat
ﬂj&. iz, AP ) ot
‘(9 ‘éoc)’f W?"Ty?f))’ {104a)
Daer e* en e identiek zlan, levert§ ' et dy hetzelfde op, zo-
dat aan de eerste voorwaarde (10) voldaan is.
Bij volkomen willekeurige matrices geldt altijd
— ]
240 Bp= Tplut ty.
Dus zal aan de 2+ voorwaarde (10) voldaan zijn, indien
Fg
ut=u o, (11)

d.w.z. indien u een Hermite'se matrix is. Vanwege de wlllekeur in de

vectoren t is (11) ook noodzakelijk.
Voor de standtrilling is het eigenwaardeprobleem zelf-geadjungeer:.

(10)

(10b)
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omdat dan u gelijk wordt aan de reéle, symmetrische massamatrix m.

Bovendien is in dit geval het eigenwaardeprobleem positief definiet,
omdat voor iedere vector t , die aan de randvoorwaarden voldoet, geldt
dat 6

fﬂe'tGL)O en ft'm'bdy)O .

(Deze uitdrukkingen zxgn resp. gelijk azn de potentiele en de kine-
tische energic, hetgeen beide positief definite vormen zilnm).

Een positief definiet eigenwasrdeprobleem heeft positieve, reé¢le
eigenwaarden. Dus zijn voor de standtrilling alle eigenfrequenties
positief reeel (harmonische trilling) en alle trillingsvormen reéel
{alle trillende punten in phase of in tegenphase), wanneer tenminste
van de demping wordt afgezien.

Voor de in een luchtstroom geplaastste vlieugel is u geen Hermite'
se matrix. In dit geval is het eigenwaardeprobleem dus niet zelf-ge-
adjungeerd, waardoor het a priori niet eens vast staat, dat er iiber-
haupt eigenwaarden zijn. Dat het hier beschouwde probleem wel eigen-
waarden heeft, 'kan het best worden aangetooné me: een reeds van Hil-
bert afkomstige methode, gebaseerd op het elgenwsardeprobleem in in-
tegraalvorm.

4. Het eigenwasardeprobleem in integraalvorn.

Voor de afleiding van de integraslvergelijkingen zullen we terug-
keren tot het systeem van de bulgende en torderende vleugel, weaarvoor
we als bewegingsvergelijkingen hebben verkregen

Bz = viL (T -vh s,
met L = Uy, Z‘s"b(,zip 3 {a’z = Uy, +£()__;§#’ (12)

Wordt de 1" verg. 2x tussen de grenzen y en b geintegreerd en

de 2°° verg., 1x, dan is onder gebruikmeking van de randvoorwaarden (7)
Bay= YIM, Tz i,
met My= {"(y-yjl,dn . -j‘[, oA % (13)

Terwijl ¥ L‘Ayen V‘bﬂ)rcsp. de krach% en het moment (om de Y-as)
op een strookje Ay voorstellen, afkomstig van traagheidskrachten +
luchtkrachten, zijn)f?‘!,,envzfmresp. het bulgende moaent ( om de koer-
derichting) en het torderende moment, werkzaem in de doorsnede lood~
recht op de Y-as ter plaatse y.

Integreren we nu de 1“? verg. (13) 2x tussen de grenzen O en y
en de 2@2 verg. 1x tussen dezelfde grenzen (na deling resp. door B
en T), dan wordt met de randvoorwaarden ’6)

Sl s e et
ofwel, na subst tutie van (13):
M
z=vzjf(yy)( x}/ () Ly oy f )"(Vu

0 4 ) ¢
waarbl]j ecrst moet worden geintegreerd ovar.?van ¥, tot b en daarna

over y, van 0 tot y (zie fig. 2). Verwisselt men de integratievclg-
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orde, dan moet eerst worden gein- Y
tegreerd over y, en wel van 0 tot -
de kleinste der beide wasrden P of 4
y en dan over y van 0 tot b, Dus :
wordt cok !

¥
z= v/ [ j wm@} Ly :

i

i

= gyl ,7
=y ;Dgy ﬁ‘}LPzM% R b2
waearin j een integratie voorstelt van O tot de klsinste der beide
waarden y eny .
Met verg.(12) kan hiervoor worden gesohreven
’ ’/'}")(Z =il ot
z{y)= V¥ j K,.(ff’d(au—& + Uy, ‘f), dy Kn - ? Bt 7
< By
oy =V, Ku(y?)/uuzwu‘f)oz dy , Wa={ %f;)
o
In matrlxvorm geschreven wordt dit
2= v [ Kiyp) u(oz)j’['{)a/q (14)
waarbij u en £ de vroegere betekenls hebben in X gelijk is aan
w,,(w
M(g‘.?)—. t Kmt(}’; }“

Bij geschikte generallserlng der matrices geldt verg. (14) alge-
meen.

5. BExistentie der eigenwaarden. Ontwikkelingsstelling.

Stellen we in verg. (14) ¥’=Aen D= K57 Ly)

dan wordt de matrix-integraalvergelijking
ﬂwfﬂfa Dy v fon (15)

Gaan we terug tot de afzonderlijke vergelijkingen van dit stel-
sel, dan is bv. de kde verg.:

LU= ('S Dy ly.0) ffwo

Hierin zullen we de integrazl benaderen deoor een algebraische in-
tegratieregel (trapeziumregel; regel van Simpson), zodat alleen de
waarde van de functies fkin een eindig zantal basispunten een rol
speelt. Dit is geoorloofd omdat de functies f&e voor alle wasorden ven
¥y en’? eindig blijven. Dan wordt

fels:) =23 T Duelyi, YA EacHE
waarbij de getallen 5(7( .)door de gekozen integratieregel zijn bepzald..
Dit zijn n lineaire, homogene vergelijkingen tussen de n grootheden
k(yi), waarbij n het product voorstelt van het azntal functies fk en
het aantal p\mten,yi, wear de functies beparld worden. Dit stelsel
vergelijkingen kunnen we ook schrijven als een enkele algebraische

matrixverg.
% =ADJ (16)
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waarbij dus de elementen van f de grootheden fk(y ) zijn. Uit de theo~:°f
- rie der lineaire vergellgklngen volgt verder dat verg.(16) een van O
verschillende oplossing heeft voor die waerden van A, wasrvoor de ka~-  ,f
rakteristieke determinant | e
2D~ |
is (I= eenheidsmatrix). De hoogste graadsterm van deze karakteristie-
ke vergelijking luidt,zwﬂ)[, zodat er n eindige oplossingen voor 2,
zgn. eigenwsarden, bestaan, indien D £ O is. Bij de trillende vleugel
is D £ 0, terwijl bovendien de eigenwaarden in het algemeen verschil-
lend zijn, Bij iedere eigenwaarde A behoort een‘eigenvectorlf.. De ei-
genvectoren zijn lineair onafhankelijk.
Omdat de eigenvectoren cen lineair onafhankelijk stelsel vormen, .
kan iedere willekeurige vector ¥, die n elementen bevat, naar dit stel-

sel worden ontwikkeld, d.w.z. in de relatie
wv

1= 2 c_{
zijn de coefficienten cy eenduldig bepaald. Dit volgt onmiddellijk
uithet niet verdwijnen van de determinant gevormd door de n vectoren
£ |
Wanneer men n tot oneindig laat naderen door het aantal punten Y3
hoe langer hoe groter te maken, dan zullen de oplossingen van verg.
(16) nederen tot die van verg. (15). Voor de nauwkeurige limietover-
gang zij verwezen naar v. Mises-Frank. De volgende conclusies kunnen
thans worden getrokkens
19 De integraalvergelijking (15) en dus ook het eigenwaardepro=
bleem (9) heeft een oneindig aftslbaar amantal eigenwaarden; die ge%
rangschikt zullen worden in volgorde ven toenemende modulus; 4d.w.z.
FYRSPNE S : 1
2° Een functievector, die aan de randvoorwaarden voldoet en te-

zamen met haar eerste en tweede afgeleide continu is, kan ontwikkeld
worden in een uniform convergente reeks

ﬂj = :ii' cijg(y) (18)

6. Orthogonaliteit.

We zullen eerst bewijzen, dat het eigenwaardeprobleem (9), indien

het zelf-geadjungeerd is, alleen reele eigenwaarden bezit. 2Zij A, f
. - - . s s1a
een oplossing van (9) en dus A , f; een oplossing van de vergelijking
die uit (9) volgt door u door u* te vervangen, dan geldt
df&“;?a,—_ﬁ é‘f AT u"/"‘” (19)

Door vermenigvuldiging resp. met f*' en f ' en door vervolgens te

integreren ov fr het interval van O tot b Wordt

2' .., f @ gaﬁ/ 2% /Q
Tl v

(20)
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Op grond van verg. (10) zijn de tellerg, evenals de noemers on-
derling gelijk, zodat Aen ) ook gelijk zullen zijn, tenzij alle tel-
lers en noemers 0 zijn. Dit laatste doet zich niet voor, want zijn

i eﬁf’de elementen van fl, dan is op grond van verg (10a)

g jM ‘((Ba(zl%d-& TC«?{Q’X d{p&/% >0
Dus 6’lsh A, dow.z, 21%%917 /

Sohr13ft men de Zde vergelijking (19) op voor de oplossmng 3 f;f
en vermenigvuldigt men beide vergelijkingen resp. mef_gJ en f:L , dan
komt er in plaats van (20): 4, .

ety vo- Lfigfror
). A Y (21)
6 el _A{ Ay ¢ fol’}ﬂ“,/:%

Omdat;azzJ’kan geconcludeerd worden dat nu-alle tellers en noemers

0 zijn. Dlt leldt tot de orthogonaliteitsrelatie

/*’ /06;7 (ﬁ/fm(’f{ (/wo b Cstf . (22)

Gaan we thans over tot het niet zelf-geadjungeerde eigenwaarde-
probleem, d.w.z. y 'L u* , dan moeten we naast verg. (9) de zgn. ge-
transponeerde vergelijking

249 = ’“‘5’*) (23)
Waarbijj:aan dezelfde randvoorwaarden als f voldoet, beschouwen.
In analogle met verg. (20) kan thans worden afgeleid

¢
4
A= “%”'K ey o (24)
‘fe «{“:l -%550'4}

g wfe

Op grond van de verg. (10a) en (10b) zijn de beide tellers en de
beide noemers gelijk. Wanneer U een matrix is, die oneindig‘weinig
van een Hermite! se matrix u afwijkt, dan zal f g u fi dy ook onein-
dig weinig van g g u, £ f dy afwijken en dus Ogéglljk san O zijn. De
tellers en de noemers 213n dus niet 0, zodat Acen Xy gelijk zijn. De.
oorspronkelijke verg. (9) en de getransponeerde verg, (23) hebben dus
dezelfde eigenwaarden.

In analogle met verg. (21) geldt

Lot
)-=(ﬁ°‘"‘/@ en g‘,foﬂgﬁ-gﬁ

© Qaudid 0 [ g

waaruit op rond van (10a) (10b) en van))£29 volgt dat

‘(o-g—3 .[ Déy jcf “{"{ﬁ“’ o, ‘7‘4(} (25)

Deze gelijkheid wordt bl—orthogonallteltsrelatie genoemd, omdat
zi] een orthogonaliteit uitdrukt tussen de vectoren van twee verschil-
lende systemen.

Een gedeeltellgke normerlng der vectoren kan worden ingevoerd

door te stellen J j @/ ¢t:/_/ , A fo j[‘ Eiﬂ"{‘] 2/
gv =1 (26)
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Een vollediger normering blijkt geen voordelen te bezitten . Ten-
slotte moge opgemerkt worden dat in de ontw;kkellngen

Ay = Z X fy L gw= = Acgy W
de coéfficienten zodanlg zijn, dat ;gloq§éconvergeert.‘Immers met be~
hulp van (25) en (26) geldt '

(ie/aa I:cx(z (27)
De coefficienten 213n gelijk aasn

«; Rfiu{oc; ,A“l‘ffug“y

7. Methode van Galenkin.

Terwijl tot nu toe de algemene eigenschappen van de oplossingen
van het eigenwaardeprobleem (9) zijn onderzocht, zullen we thens nagaa
hoe we, bij gebrek man een methode om e¢en analytische oplossing aan
te geven, benaderingsoplossingen kunnen vinden. |

Bij de methode van Galenkin wordt uitgegaan van N gegeven functie-
Vectoren.gj_, die aan de randvoorwaarden voldoen. De N eigenvectoren,
die behoren bij de lazgste N eigenwaarden, worden benaderd door reek-
sen van het type q f: y Waarbij een voorschrift wordt hoe de van.
iedere eigenvectof verschzllende coefflclenten93 berekend moeten wor-
den.

Bij substitutie van f= 2:% in verg. (9) zal deze verg. in het
algemeen niet bevredigd worden, Wat we ook nemen voor A of voor de co-
efficienten QJ Er ontstaat dus een foutenvector ¢ , nl.

Z@j(ef‘)“rf)
waarbi]j de ele&enten van & weer functles van y zijn. Physisch kan men
deze elementen interpreteren als de extra krachten, die nodig zijn om
bij de frequentie Y de trillingsvorm 4, qq Fr op te drukken:

Het essentiele punt in de methode vaa Galenkin is nu voor N ge-
schikt gekozen, gewogen gemiddelden van & , die onderllng lineair onaf-
hankelijk moeten zijn, gelijk aan O.te meken, D.w.z2. men eist bij] ge-
kozen vectoren QH, dat

Eﬂ%:@ 'H;:i,z‘:..'ﬁ

¥
of wel na substitutle van ¢

oly =0
UZ“ q,J((qu Fy- M}H ) v (28)
Dit is een homogeen stelsel van N lineaire, algebraische vergelij-

kingen, waaruit de onbekenden %}en de parameter A kunnen worden opge-
lost, De resultaten voor Zen voor de uitdrukkingen ¥ qv,f§ zijn in-
variant voor lineaire transformaties binnen ieder dgf stelsels vec~
toren F, neG, .

Een punt van willekeur in de methode vormt nog de keuze van van de

stelsels Fy en GH . Het zal duidelijk zijn dat men er naar moet s treven,
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dat de vectoren Fydoor lineaire combinatie de eigenvectoren f w (K=1,
2,...N) zo goed mogelijk kunnen benaderen, d.w.z. dat in de ontwikke-

lingen :
Z Az fr (29)

de coefflclenten ‘XI voor ¢)2N+1 zo klein mogelijk worden, maar we zul-
len laten zien dat het, althans wat de eigenschappen betreft, precies
even belangrljk ig dat in de ontvukkelingen

Z Bin 9: (30)

de coefflcienten {3y VOOT ¢ ) Mriook klein zijn.

We zullen 'gu nagasn hoe de afwijkingen in frequenties (2 ) en tril-
lingsvormen (Ia, a5 Fr) samenhangen met de ontwikkelingscoefficien-
ten o, en By . We zullen hiertoe eerst de ontwikkelingen (29) en (30)

vervangen door w

FefetBdal s Guagnt &, el o M2 i
waarbij ®ren 4iv andere waarden hebben als in (29) en (30). Dit komt
neer op lineaire t$rensformeties in de stelsels Fj; en G . Weliswaar
zijn de vectoren (31) niet bekend ( zij zouden inderdaad al uitmunten-
de benaderingen zijn voor de vectoren f; g, !), maar zij leveren bij
toepessing van de methcde van Galenkin dezelfde resultatcn als (239)
en (30). De foutenberekening mag dus op (31) worden gebasecrd.

Door gebruik te maken ven (25) en (26) leidt substitutie van (31)
in de vergelijkingen (28) tot

(1=%)4u +Z£y‘§ (/——““)7(«3(3&‘, = Hxrae - (32)

¢ 2 My
Het mag worden verv,acht dat indien in de k oplossing 3;{ iy 0

de coefficient ¢, =1 wordt gesteld, de¢ coefficienten ¢4, met T# K klein
t.o.v. 1 zullen zijn. Ware dit niet zo, den zou Z %K Fy genzienlijk
van F, en dus van £, gaan efwijken. Bij ventanrlozmg van @Iu voer
T A K, levert de K% verg. (32)
-7 e _ A
W« - (1=K (33)

Lo H ar
als })Kde gevonﬁen benaderde woarde voor 2y voorstelt.

De overige vergelljkmgen leveren

Iy = - Bl FiJd Cw gy WK (34)

P~ t‘

Met behulp van deze uitko{ﬁsten kunnen nog nauwkeuriger benaderin-
gen vocrf%»(en@m, die dan termen ven de 3de en 4de groed in A0 Ay
bevatten, worden afgeleid. In dezelfde benadering =21s (34) wordt voor
de trillingsvormen gwondo oo

F - = //«—’:‘%}vx- Bow f
H“‘Zm( f +- X D(;.){-{t - g(mm; :L LR IOH g“)(35)

j—- 2
Ay
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Indien Ay, fiyklein van de corste crﬁi}{a«vordm verondersteld, blijkt
de fout in de eigenwa?ﬂdc klein van de 20 orde, moor dic in de vigen- |
vector klein van de 1 ordc te vorden. Fermule (33) tcont onmiddellljk |
dat zowel o(,::{&ls ook /A.ukleln moet worden geheouden. |

Voorts volgt uit (33), dat voor zelf-geadjungecrde syotémen () =
= f?-l.t() alle eigenwaarden oversgchat worden, Deze eigenschap is verloren
gegaan bij de generalisatie naar niet zelf-geadjungeerde systemen.

De nauwkeurigheld van de lasgste eigenwsarden met elgenvectoren
wordt natuurlijk aanzienlijk verbeterd indien men de stelsels f% en &
uit iets meer dan N vectoren laet bestean.

Het is acsn te bevelen Fren EH z0 te kilezen, dat »;‘erkelij’k de N
laagste eigenvectoren worden benaderd. Worlt in plaats van ﬁm 'R
benaderd, dan worden de fouten in (33) en (35) belengrijk groter, ~u.-
dat de termen&(”‘)’f,‘,xen XM-( voor lagere wasrden van i groter zijn o
voor hogere, ’ A¢
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Mathematische problemen uit de practijk.

voordracht op 12 April 1951.

Grafische behandeling van niet-lineaire differentimalvergelijkingen
van de eerste orde. {methode der isoklinen).

' dcor

Prof, Dr S.C.van Veen.

"l) De niet-lineaire differentianlvergelijkingen van de 1€ en hogers or-
de behoren tot de moeilijk handelbare objecten ult de wiskunde. Slechts
in zeldzame uitronderingsgevallen is een integratie in eindige vorm te
verwerkelijken., Met analytische hulpmiddelen is het weliswaar mogelijk
het gedrag der oplossingen in de omgeving van een gewoon punt te onder-
zoeken, terwijl er ook met meerdere mceitw iets over het vaak zeer ge-
compliceerde bedrag in de omgeving der singuliere punten kan worden vast-
gesteld; het is echter in meeste gevallen uitgesloten met analytische
hulpmiddelen een volledig overzicht van het verloop der integraalkrom-
men in hun geheel te verkrijgen.

Toch is dit laatste van het grootste belang voor technische en phy-
sische toepassingen, waar er in het algemeen meer wasrde wordt gehecht
aan de kennis van het globaal verloop van deze krommen dan aan een nauw-
keurige berekening in een zeer beperkt gebied.

Voor het verkrijgen van een globaal overzicht van de integraalkrom=-
men, is de methode der isoklinen bijzonder geschikt,

Stellen we ons de differentiaalvergelijking van de eerste orde be-
parld door

%% = £(x,y) (1)
dan is de meetkundige betekenis hiervan, dat asn een willekeurig punt
(xO,yc) een lijnekment met de richting

dy

HEQ = £(xg.¥,)

o)
wordt toegevoegd, m.a.w. de integraaslkromme (=oplossing) die gaat door
het punt (xb,yo)heeft in dat punt een reaklijn bepaald door de richitings-
coeffigient

dy

0
Tx, = Tlx¥)-

¥Men kan dus de integraalkromme in de neaste omgeving van (x_y_) tekenen.

oyo
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Bij de isoklinen-methode bepaalt men nu ee¢rst de kromme lijnen in
r punten de daardoor gaande integraal~krnmmen gelijke helling verto-
nen, Deze iscklinen,behorende bij een richting al =k worden volgens (1)
bepaald door ~
£(x,y)=k (2)

en de bepaling van deze isoklinen is een kwestie van analytische meet-
kunde. Voor de bepaling en benadering van het verloop van de integrsal-
krommen is het van belang voor een vergameling discrete waarden van Kk,
kK, Koy... de bijbehorende isoklinen (2) te construeren. Men spreekt dan
van een isoklinen-~veld. Men kan op ieder der isoklinen door een lijnele~
mentje b.v. nog de richting van de integrasalkromme aangeven.

Om nu de integraalkromme door een willekeurig punt van de 1€ isokline

Pg te construeren, moeten wij een kremme lijn door ?1 tekenen, die de

1= isokline in de gegeven richtikg snifgdt, en dan moet er co de één of
andere wijze voor gezorgd worden dat ook de volgemde isoklinen in ?2,

P3 enz. in de daarbl] sangegeven richtingen worden gesneden. Het is dui-
Jelijk, dat dit probleem in de grond onbepasld is. Toch zullen wij =zien,
dat er met een behoorlijke benadering een integraalkromme te constru-
eren ie.

. dy _ _ x
Voorbeeclden: H% = - 3 (3)
Isoklinen - £ = const. (rechten door 0).

Y De richtings-elementen zijn hier lgod-
recht op de isoklinen. Men komt ge-
makkelijk tot het inzicht, dat de
integraslkromnen concentrische cir-
kels om O zijn, zoals ook door in-

tegratie van (3) volgt.
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2) Om tot een enigszins betrouwbare constructie van de integraal-kromme
over een niet te beperkt gebied te komen, moeten wij eerst beschikken
over een isoklinen-veld waarbij de afstand der isoklinen niet groot is.
Als het gegeven punt P1 van de integraal-
kromme en het voorlopig onbekende punt
P2 niet ver van elkaar verwijderd zijn,
dan kan de boog ?1P2 worden benaderd door
een perabool met verticale as. Dit komt
analytisch neer op de reeksontwikkeling
in de omgeving van het punt P, (x ,y1)
y~y1+A(x~x )%B(x~x ) N
wearbij men zich beperkt tot de termen
fig. 3 van de 28 graad.
it is voor niet te grote waarden van P1P2 ongetwijfeld gecorloofd. De
constructie van de beog P1P2, in het bijzonder van het punt P2 komt dus
neer op de b&pallng van de parabeol met verticale as, waarvan in P een
punt en een raaklljn in dat punt is gegeven, terwijl in P2 de rlchtlng
van de reaklijn bekend is (het punt P echter niet). Deze verdere bepa-
ling berust op enige elementaire eigenschappen van de parabool met ver-

ticale as. A ’P !

\h_—

I) Het snijpuant S van de raaklijnen
in P1 en P2 ligt verticsal onder
het midden M van de koorde P1P2.

II) MS snijdt de parsbool in een punt
N zodat MN=NS.
III) De rasklijn in N loopt evenwij-
dig met P P2
Bewijs zeer eenvoudig met poolver-
wantschap. Verbindingslijn SM is
poollijn van het punt op oneindig
van P1P2, dus SM locopt in de asrich-
ting.
Nan zijn S en ¥ harmonisch toegevoegd
,5’ aan N en het punt op oneindig van SM
fig., 4 m.a.v. N is het midden van SH.
Tenslotte gazt de rasklijn in N door de pool van 51, d.i. het punt
op oneindig van P,F,. Dus rasklijn in NAIP1P2. In fignur 3 meet dus punt
P2 zo worden geconstrueerd, dat de rsaklijn in P2 de raaklijn in P
gnijdt in een punt loodrecht boven het midden M van PP

1
172

De practische uitveering van deze constructie is het eenvoudigst
uitvoerbaar volgens de principes der grafistatica, door invoering van
een pool.
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Stel § is de pool (fig. 5). S, en S, stellen de richtingen voor, be~

horende bij de iscklinen 1 en 2.
K is het midden ven 1 en 2. Trek SK.

De 1ijn door P,/ SK snijdt de 2% isokline in P,.

. fig. 5
Het bewijs volgt onmiddellijk uit de gelijkvormigheid van de driehoeken
S 12 en P1 TU (P1T Pz U is een parallelogram).
Van de integraelkromme is verder nog het punt V (midden van TN) en
de raaklijn in V {AVP&PZ) bekend.

3) Toepassingen. Ook differentiaalvergelijkingen van de tweede orde kun-
nen vaak met behulp van de isocklinen-methode worden onderze~ht, b.v.

5
) %5% +y =0. (4)
Stel %% =v, dus %%% - %% - %% %{ = v§§ .

De differentiasalvergelijking gaat over in

qE =0 oz FE=-L. (sie (3)).
De integraalkrommenvan de laatste vergelijking worden dan cirkels om Q
{(in het y~v-vlak),
Bij gegeven v= %% wordt t dan bepeald uit dt= %}

b= j 8% (i.h.a. met numerieke integratie).

Een klassiek geworden voorbeeld, dat tot nu toe met het meeste suc-
ces met behulp van de isoklinemmethode is onderzocht, is de wvergelijking
voor de relaxatietrillingen wvan van der Pol.

(B.van der Pol, Relaxation oscillations, Phil Mag. 2 928, 1926).

Bij bepaalde problemen uit de electronica (triodebuizen) werd van

der Pol gevoerd tot de niet-lineaire differentisal-vergelijking van de

o2& orde:



o  ?5~
i’;% - EG-AF + x=0 s SIASY

(gedempte trilling met niet-lineaire demping). ~
& 1s een positieve numerieke constante. Van der Pol en anderen heb~
ben het gedrag nagegasan voor kleine £, matige £ en grote £, i.h.b. voor. -
£=0.1, £ =1 en £ =10, Het gedrag voor grote & biedt de grootste moei-
lijkheden. ‘ |
Stellen wij in (5) %—%-{ = ¥y, dan gaat deze vergelijking gemakkelijk
over in

d _ - 2 - .}S -

'c'i’:% = £ (1-x°) 5 (6)
Het is deze vergelijking, die wij speciaal willen onderzceken met behulp
van de methode der isoklinen.

..I.soklinen: De isoklinen, behorende bij de vaste waarde g—;‘% = k zijn:
X

- 7
VR e (7)

Voor k £ & snijdt (7) de x~-as in de ocorsprong.
Voor k = & ontaardt (7) in de y-as en de orthogonale hyperbool

| xy = -2 | B
Voor k< £ zijn er reele verticale asymptoten voor x= + V'I- -5-—- .
Voor alle re€le waarden ven k is de x-as asymptoot.

De bepaling van het iscklinen-veld en de &earuit volgende integraal-

krommen leidt tot de volgende resultaten
E:.QI

Dy \\P5
K*ﬁ‘oﬂ < " \ N
- -:6 3§ af -3 3 t{r < _ X

IR~
6N

+0%
40,28

De integraalkromme wordt een soort spiraal die van buitenaf asymptotisch
nadert tot een gesloten kromme (cycle-limite:Poincaré).

(Bij een beginpunt binnen de cycle-limite nadert de kromme ook spiraalg-
gewijze tot de cycle~limite.
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Mathematische problemen uit de practijk‘

voordracht op 26 April 1951.

Grafische behandeling van niet-lineaire differentiaalvergelijkingen
van de eerste orde., (Methcde der iscklinen).

door

Prof. Dr S.C.van Veen.

i

i [ //‘i

SR

fig 2.
£ =01

-3 -1 ) ey o+
In figuwwr 1 en 2 zijn dezelfde resuléaten voeor de integr-alkrommen her-
haald voor de waarden £=1 en €£=10. Hoe groter & wordi, des te meer gaat
de steeds optredende limiet-cycle over in een lang-~gedichte kromme, die
gteeds sterker afwijkt van een cirkel, De bijbehorende trillingen zullen
dan ook bij toencmende £ sterker afwijken van harmonische trillingen.

Uit de gevonden integraalkromme y=f(x) kan door mechanische integra-
tie het verband tussen x en t worden afgeleid, wegens

is
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Het resultaat is weergegeven in fig. 3.

= 01

SAPA g

MRy

Voor £=10 en groter blijken de trillingen zeer sterk af te wijken van
sinustrillingen. Deze trillingen worden door van der Pol relaxatie-tril~;
lingen gencemd. Van belang is het deze trillingen te onderzoeken voor
zeer grote waarden van € ., Dit is qualitatief vrij eenvoudig te onder-
zoeken met de constructiemethode van Liénard. (Zie litteratuurlijst 3)).

'4) De constructie van Liénard.
Uit de vergelijking van van der Pol (6).

’ dy _ 2y X

a-%— &(1—}{)-3-’-

volgts | 3
" afy- e(x=- )} s
dx -yt
Stel
3

y- €(x= ) = v (8)
dyv - =X ‘ (9)
I £(x- %g) +v

Liénard construeert eerst de grafiek (fig. 4).
3
v1=éi(x~ %—). (karakteristieke kromme v1)

Wanneer P een punt van de integraalkromme
xdp(v) ig, dan is

%3
PQ:V-'V,] =v- € (%= —3-) .



(9) volgt:

dx =-§§ = - té SER,

dus de reeklijn in P is loodrecht op PS.
Men vindt dan de volgende vormen voor de (v«x)kromme. (fig. 5).

v
£= 0.1 NQ\
v,< F ()

X

V,-:. P(”)

ij
figs (v,x) cliagrammen van Loi€mand.

5) Bepaling van de relaxatieperiode.

Het is van beleng, de periode van de
relaxatietrilling te berekenen, zan-

enomen, dat deze bij grote waerden

ven &€ bij benadering wordt weergege- 3

ven door fig. 6. Dit kan worden gedaan 3
door een lijnintegrazal te berekenen,
genomen langs de limiet-cyclus. Wij ("§) = i2.2)

1 =
wetens /// °
t:jg-?-‘ =J,§-Y- (wegene (9)). x

dus omloapstlgd A/////
%2
?,= atj-‘u—-—-ﬂl@l‘ =2¢ (log x-%-)°

ES c_,’...":.
= 10614 E ( 1"“;} ;

fig.6:
Bij verdere benadering is gebleken dat deze uitkomst de correcte term
van de hoogste orde in de asymptotische ontwikkelipg voor grote waarden
van & levert, Dit ligt voor de hand, omdat men ken bewijzen dat de lie
miet-cyclus voor £ - o zich precies gedrasgt op de wijze zoals bij de
afleiding van bovenstaande benaderingsformule is Zangenomen,

Een asymptotische ontwikkeling voor T1 is onderzocht op zeer volledige
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en algemene wijze door J.Hasg (litt 5 en 6) De schri;ver beschouwt
hierin differentisalvergelijkingen van een algemeen type, welke de ver-
gelijking van van der Pol als bijzonder geval bevatten. De volledige |
asymptotische ontwikkelingen voor het speciale geval van de vergelijking
van van der Pol zijn afgeleid door A.A.Dorodnitsyn (litt. 7). Het resul-
teat is

- 4
T,‘-—'; 614E | .01& 22 105 € 0.0287 4 O( £ "3')‘

6) Theoretische beschouW1ngen.
ﬁeWLJS van het bestaan van 1 enkele gesloten kramme in het Liénard-
diagram,

Pedert Poincaré (1itt. 8 en 9) hebben onderzoekingen over het bestaan
'gan limietcycli in het centrum der belangstelling gestaan., Op vrij een-
voudige wijze is deze kwestie onderzocht door N.Levimson en 0.K.Smith
(1itt., 11). Zij beschouwen in plaats van de speciale vergelijking van
van der Pol in getransformeerde vorm (9) de meer algemene vergelijking

av X) :
ax “F(X)~v ~ (10} .
Hiervan 1is de vergelijking van van der Pol het bijzondere gevals
: 3
g(x)=x F(x)= £(5- - x). | (11)

In (10) wordt algemeen verondersteld:
g{x) en F(x) continu § g(x) en F{x) oneven.

Alzemene opmerkingen, die gemakkelijk te bewijzen zijns

B I) Als er een geslobten kromme aan {10) voldoet, dan meoet hij de V-as
snijden in 2 punten,(o,vo) en (0,-v,) symmetrisch t.o.v. de aor-
sprong. ‘

en omgekeerds:
I1) Als een integraslkromme door de punten (O,vd) en (O,*VO) gaat,
is hij ncodzekelijk gesloten., 4
Wij zullen bewijzen da. er 2ltijd één en precies één waarde Vg is, waar-
voor een integraalkromme door de beide punten (O,vo) en (Oy-VO) geat.
Dzartoe wordt ingevecerd de functle

A (%, v)=Lv2s fg(u)du
dus
A (=1v 2 (12)

Neoem de snijpunten van de integraslkromme met de V-as A en B (zie fig. 7)
A(O VA), B(O, VE).
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Van F(x) worden nmu nog de volgende ‘
verondersgtellingen gemasky:
a) F(x) heeft slechts 1 enkelvoudig
peogitief nulpunt Xy
F(x)< 0 voor 0<x <x,
Voor x>x, is F(x) monotcoon stij—-
gend dus > 0.
b) F(x)>oo met x.
Opgemerkt dient te worden dat F(x)
niet monotoon behoeft te zijn voor
0<x<x 3
Men z1et onmiidellijk dat F(x)= .£(- ~X) aan deze eisen voldoet. x ~\f§
) Volgens (10) is :

vav+g(x)dx=PF(x)dv

of
dA =F(x)dv

3 »
Jax =A- A= [r(x)av
A A
Wegens (12) is

fF(x)dv: 4ol bv?,
waarbi]j de 1ntegraal wordt gencmen langs de contour AEB.
Wij behceven slechts te bewijzen, dat voor 1 contour ~fF{x}-dy:O wordt.

Uit figmur 7 valt veel te concluderen,
Als de kromme AKB de kXromme vz-F(x) links van het nulpunt M snijdt, dag ie

J f F(x)dv> 0 (want P(x) en dy<0).

Als L — A, (verder van 0) dan ook B—B, (verder van 0).

In het gebied OH is P(x) < 0. .

Bij overgang van S op S, zal dus | v-F(x)! onbepaeld toenemen (bij bepaal-
de x). Wegens (10) zal {dvl afnemen.

Ve positieve Dbijdragen van‘(F(x)dv over de bogen A,G, en K1B1 zullen
daarcem afnemen, 2ls 4, en B, verder van 0 verwijderd zijn.

Over het gedeclte G,C XK, 1s de bijdrage van J'F(x)dv negatief. Het is

11
vrij gemekkelijk in te zien, dat cde negatieve bijdrage over G1C1K1 in
absolute wazrde monotoon stijgt, terwijl de positieve bijdrage over
A1G1 en K,‘B1 monotoon daalt. Zo komt men tet Let resultnat, dat er 1 en

slechts 1 kromme is, wasrvoor

B
aA =/F(x)dy=0
A
dus AB“;‘A’ cof vp= = he Dit wordt een gesloten kromme.



Litperatuurz

1) van der Pcl B.

a8

2) Minorski N.

2]

3) Liénard 4.

A4

4)lac Lechlan N.W. :

5) Heg J. :
B

gy n nm

(1]

2]

7) Dorodnitsyn L.k

pe

8) Poincaré H.

o8

9) 14 it

mO)Stoker JJ.

11) Levinscn N. and Swith 0.K.

-1 -

Forced oscillaticns in a system with non-
lineer. resistence Phil.Meg. 1927
Introducetion totnon~linear mechanies.
J.W.Bdwards ann Lrber; Mich. 1947
Etude des oscilletions entretenues.
Rev. Gén. d'Electr. 1928.
Ordinary non-linear differenticl equations
in engineering and physical scisnces.
Oxford 1950.
Etude asympbotique des coseillaticnsg de
relaxation., Ann.Sci, Bcole Norm. Swe. Vol 60
1943.
Excemples concrets dtétude asymptotique
d'oacillations de relexation Ann,.Sci.Be,
Norn.Sup.Vel.61 1944.
Asymptotic Sclution of the vean der Pcl
Bquetion (Russiech) Inst.Mech,of the iLcad.
of Sci.of the U.S.S.H. Vol.XI 1947.
Sur les courbes définies par une équation
différentielle. Oeuvres Gauthier-Villars
Paris Vol.t1 1892,
Les méthodes nouvelles de la mécanique
céléste. Vel.1. Gauthier-Vilaars Paris 1892.
Non~linear vibrations in mechanical and
electrical systems. Interscience Publishers
New York 1950.

: L general equation for relaxation os-~
cillations., Duke Mathematical Journal,
Vol.9 June 1942,



MATHENATISCH CENTHUM - 12 -
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Colloguium;

Mathematische problemen uit de practijik.

voordracht op 10 Mel 1951,

Grafische behandeling ¥an niet-lineaire differentiaalverge-—
lijkingen van de eerste orde. (Methode der isoklinen).
door

Prof, Dr S.C.van Veen.

39 lezing.

Bewijs van Lovinson c¢cn Smith voor hel beswoan ven Cin cnlkole limict-

cyclus ondcr bepacldc condi.ics. (1itt. 11).

7ij hebben recds vroeger gozicn, dav de diffcrentiacl-vergelijking
van van der Pol kan wordcn herlcid tot:

(13) dv: X
S 8(%-3-2:)

L & S beschouwen ecn icts algemener vorm, n.l,

= 0. (zic 22 lezing, pag. T, vierg.9).

%‘ —alx) o, (14)
v=-F(x)

mct de nevenconditics
1) F(x) is c¢un oncven functic van x, welke oon nulpunt x_ bozit,
zodat F(x)<0 voor O<x< Xy,
F(x)>0 voor x>X _, en monotoon tocnemend voor X }X.
(F(0)=0).
Men ziet onmiddellijk dat bij de verzcelijking van van der Pol

3
P(x)= 8(%; -x)

aan dez¢ cisen voldoet voor xo:»VGE
2) g(x) is ecvn oneven differenticerbare functic yap %, met g(x)> 0
voor x>0 cok hi.raan voldout: g(x)=x. o
Verder wordt nog aangenomen dat F(x)> 0 als x—Q on g(x)dx—>0
wat ook bij dc vergelijking van van der Pol hot soval id.
Onder deze conditics behoort er bij (14) &én cnkele limict-cyelus.
Opmerkingen vooraf:

a) Een limiect-cyclus is aequivalent met cun gesloten intograalkrom: s
van (14), .
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b) “anneer cecn gesloten integraslkromme door hoi punt (0,v ) van do
v-as guat, dan moet dezc ook door hot spicgelpunt (O,—vo) gaan.
Bewijs: Vergelijking (14) blijft onverandcerd bij dc transformatic
(x,v)—=>(-x,-v). (wegens 1) en 2)).
D,w.z, icderc integraalkromic lovert weer oon (i.h.a. andcre) integraal-
kromme bij s»icgeling t.o.van de oorsprong.

Stel nmu dat door (0,v ) cun gesloten

, . EZQNQ intogr.alkromme gaat, die de twecde
! //’Z;QJ\' keer de¢ v-as snijdt in (Q,~v1), met
T v # vg. Dit is de kromme I.
,l Dan is or cen twoede geslo.on intograal-
'( kromae II, -clke ontstaat door spie-
‘. x guling van I t,0.v. 4o ocorsnrong.
\ ) . “anneer b.v. vy> vV, is, dan zal (0,-v,J
b . L (0, Vo) binnen I liggen, on (O,vq} buiten 1.
F, l' ) éﬁ:?ﬁ,//' ©¢ krommc II zal dus I tcn minste in
9.k

2 punten 51 en 82 mo.t¢n snijden. boor
déze punton zouden dan 2 intcgraalkrommen van d. gewone diff.verg. van
de 1stu orde (14) gaan. 5, ¢n 5, zouden dan singulicre punton moiten zijn.
Het cnige singuliore punt van (14) is cchter het vunt waarvoor tcgelijk
g(x)=0
v=F(x)=0 ¢.i. dc oorsprong.
¢) Omgekcerd is het duidelijk, dat icdere integrealkromme, die door 2
sygmetrische punten (Q,Vo) on (0,~v0) g .t, gesloten moct zijn.
! De schrijvers vooren nu do volgende hulofunctic in:

X
'l(x,v):£v2+ ‘/g(u)du. (15)
o

¥Mon zict onmiddellijk dat tekenwisseling van x of v (of beide) A(x,v)
onver nderd laten.

Als dus voor s.kere integraalkromme do functic A in boide snijpunton
net de v-as dezolfde waarde verkrijgt, moct de intogracliromme geslo-

'Cun;;;
A"
/A

A

jn (dus cen limicu-cyclus,.




Jit (14) volgt: ,
voor x>0 , v >XP(x) is %{0

L RSO
voor v=F(x) is gif = @

In fig. 2 zijn ACB, A'C'B' en A"C"B" integraclkrommcn.
Uit (14) en (15) volgt:

vav+g(x)dx=T(x)dv an (x,v)="(x)av. (16)

Buschouw nu ACB, zodat het snijount © 1igt in het gobicd 0L x<xo. In
dit gebiced is B(x)< 0. Van 4 tet 1 is dv <0, dus F(z)dv> O dus volguns

(16) 3
b /d)\(x,v)>0, fetlatie >\B> >\4,. of {OB}) (0a) rr}

Vervolgons beschouwen wij insograsliroosen sls A'C'BY, AC"BY, waarbij
het snijpunt mct de karoktoristick v=F(x) rcehts van z=x_ valt,
Uit (16) cn (14) volgt:

adAlx,v)= "—:;—(%%%g-ﬁ dx.

Voor 0 x< x, is -F(x)>0. I ings A"G is v-F(x) grotcr dan langs A'E dus

f/)\/x v) < / d’A/xv)
D - M < A=Ay (11)
Tangs GH is P(x)> U, dus wegens (16). Langs GH is d M(x,v)¢ O of

| 2= Ag<o (111)

F(x) stijgt monotocen rechis van x-—xo, dus voor dczelfde waarde van ¥
(x) 1&13@@ 0T Mlengs "?, dus cegens (16)

/”’)‘/’“’)'\T / 4\/”) of Ay < - (Iv)

Langs IJ volgt, cvbnqlg langs GII

DNeZo¥a

AL Yr<a (V)
) 1 -—-’} < ) ""‘.>{
_B J gF (vI)
Door optelling van (II),(III),(IV),(V) ¢n (VI) volgt:

}Bu "‘)hll < ) Bl “')‘P' of
}0}3" - par(<fo!| - loar|.

Ui zien hicruit, dat h.t versehil |0B|{- Pa|, dat aanvankelijk positicf
was, nonotoon damlt, als A zich vird.r van d. oorsprong verwijdert.
Als wij nu nog bewijzen, dat dit versehil tonslotte pogati f wordt, is

het buewijs voltooid, omdat cr dan precies 1 kromme zal zijn, waarvoor
‘OA! = IQB".'

en langs JB" cvenals langs LVGe
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